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2.2.1 Rotaç̃ao simples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .4
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14 Algoritmo de remoç̃ao numáarvore AVL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .14
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1 Introduç ão

Vimos, em nosso estudo sobreárvores bińarias de busca, quée posśıvel construir umáarvore bińaria de busca otimal
quando o conjunto das chaves a ser inseridasé conhecido. No caso de uma ABB otimal, o tempo de acessoé logaŕıtmico
no ńumero de ńos.

Poŕem, em muitas aplicações, essa condição ñao é satisfeita: dados são inseridos e removidos dinamicamente ao
decorrer da execução. No caso geral das ABBs, o resultado dos algoritmos de inserção e remoç̃ao ñao era otimal. No pior
caso, a ABB pode ficar igual a uma lista, com tempo de acesso linear.

Árvores balanceadas formam uma classe deárvores bińarias de buscas que podem ser usadas em aplicações onde o
conjunto de chaves nãoé conhecido de antem̃ao, ou pode evoluir ao decorrer da utilização da ABB.Árvores balanceadas
garantem, por construção, uma altura logarı́tmica no ńumero de elementos armazenados.

Nesse caṕıtulo estudaremośarvores balanceadas.́Arvores balanceadas são classes déarvores tais que ñao existe
desequilibro entre as subárvores esquerda e direita. Isso tem como conseqüência que a altura dáarvoreé logaŕıtmica em
função do ńumero de ńos, o que garante um desempenho satisfatório para as operações de busca. Algoritmos de inserção e
remoç̃ao devem garantir que aárvore permanece balanceada, o que necessita geralmente remanejar a posição dos valores
naárvore.

As árvores AVL e aśarvores rubro-negra são dois tipos déarvores balanceadas estudadas nesse capı́tulo.

2 Árvores AVL

2.1 Embasamento

As árvores AVL, propostas por Adel‘son-Vel‘skiı̆ e Landis em 1962, foram historicamente a primeira estrutura de dados
a oferecer operações de inserç̃ao, remoç̃ao e busca em tempo logarı́tmico.

Definição 1 (Árvore AVL, propriedade AVL) Umaárvore bińaria de buscaA é umaárvore AVL, ou tem apropriedade
AVL , quando, para qualquer ńo n deA, as alturas de suas duas subárvores diferem no ḿaximo de 1:∣∣α(Ae

n)− α(Ad
n)

∣∣ ≤ 1.
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2.2 Inserç̃ao 3

Na figura 1 s̃ao desenhadas duasárvores bińarias de buscas. A de esquerda não é AVL, pois a altura da subárvore
direita da raiźe 1 e a da esquerda e 3.

Figura 1 Exemplos déarvore AVL e ñao AVL.
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(a) Árvore ñao AVL (b) Árvore AVL

Proposiç̃ao 1 A altura de umáarvore AVLA comi nós verifica a relaç̃ao seguinte:

α(A) < 1, 4404 ln(i + 2)− 0, 328

Prova:
A prova dessa proposição consiste em calcular o número ḿınimo de ńos de umáarvore AVL com uma altura dada. Seja
min(a) o número ḿınimo de v́ertices que possui umaárvore AVL de alturaa.

min(0) = 0: a árvore vazia tem 0 v́ertice.

min(1) = 1: a árvore de altura 1 tem exatamente 1 vértice.

∀a > 1•min(a) = min(a−1)+min(a−2): a árvore de alturaa com um ńumero ḿınimo de v́ertices tem uma raiz, e
duas sub́arvores, uma de alturaa− 1, com o ńumero ḿınimo de ńos, e uma de alturaa− 2, tamb́em com o ńumero
mı́nimo de ńos.

O resto desta prováe baseado nas propriedades matemáticas da seq̈uênciamin e é deixado em exercı́cio.

Portanto, a altura de umaárvore AVLé uma funç̃ao logaŕıtmica do ńumero de ńos e a operaç̃ao de busca tem comple-
xidade logaŕıtmica.

A operaç̃ao de busca numáarvore AVL é idênticaà de umáarvore bińaria de busca geral. No caso das operações de
inserç̃ao e remoç̃ao, deve-se verificar, após a operaç̃ao se áarvore permanece AVL, ou seja: queé umaárvore bińaria de
busca1 e que a diferença entre as alturas das subárvores esquerda e direita de cada nó é, no ḿaximo, igual a 1.

2.2 Inserç̃ao

Sejac uma nova chave a inserir numaárvore AVL A. Primeiro,c é inserido como folha deA, seguindo o algoritmo do
caso geral das ABBs. Se depois da inserção aárvore permanece AVL, então nada mais tem a fazer. Caso contrário, é
necesśario remanejar áarvore.

1Para cada subárvore ñao vazia(n, Ae
n, Ad

n):

∀n′ • (n′ ∈ Ae
n ⇒ r(n′) < r(n)) ∧ (n′ ∈ Ad

n ⇒ r(n′) > r(n))

onder é a funç̃ao que retorna a chave associada a um nó.

Copyright c© 2003 David Déharbe and Universidade Federal do Rio Grande do Norte. Todos os direitos
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2.2 Inserç̃ao 4

Figura 2 Inserç̃oes a esquerda resultando emárvores ñao AVL
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Para que o resultado de uma inserção ñao tenha a propriedade AVL,é preciso ter pelo menos um nó daárvore inicial
tal que uma sub́arvore tem altura stritamente superiorà da outra, e que a inserção seja realizada nesta subárvore. Sejan o
nó de maior ńıvelque enraiza uma subárvoreS que ñao tem propriedade AVL depois da inserção. Em conseq̈uência, essa
árvoreS tem uma altura estritamente superior a 0, e não é vazia. Supondo queE é a sub́arvore esquerda deS que tem
altura maior queD, a sub́arvore direita deS. Sejaa a altura deD, logoa + 1 é a altura deE. Sejane a raiz deE, EE e
ED são as sub́arvores a esquerda e a direita dene. Necessariamente,a é a altura da mais alta das subárvores dene. Há
dois casos possı́veis (figura 2):

(a) A inserç̃ao ocorre emEE. Como, por hiṕotese o resultado da inserção ñaoé AVL, as alturas deEE antes e depois
da inserç̃ao devem sera e a + 1. Qualé a altura deED? Como áarvore era inicialmente balanceada, a altura de
EE éa oua− 1. Mas ñao pode sera− 1, pois, neste caso,ne é um ńo que enraiza uma subárvore que ñao tem a
propriedade AVL e seu nı́vel é superior ao den, o que contradiz a hiṕotese. Logo a altura deEE éa.

O novo ńo é inserido na sub́arvore esquerda dene. Depois desta inserção, a altura da subárvore esquerda den
é a + 2 e a altura da sub́arvore direitaé a. Para corrigir esse desequilibro, aárvoreé remanejada usando uma
transformaç̃ao chamada de rotação simples a direita (apresentada na secção 2.2.1).

(b) A inserç̃ao ocorre emED. Como, por hiṕotese o resultado da inserção ñaoé AVL, as alturas deED antes e depois
da inserç̃ao devem sera ea + 1. Para as mesmas razões que as citadas no item anterior a altura deEE éa.

Como o novo ńo é inserido emED, a altura deE torna-se igual aa + 2, enquanto a altura deD permaneceu igual
a a. O equilibroé reestabelecido usando uma transformação chamada de rotação dupla a direita (apresentada na
secç̃ao 2.2.2).

Al ém das inserç̃oes a esquerda ilustradas na figura 2, há o caso siḿetrico ondée a sub́arvore direita da raiz que está
inicialmente mais alta que a subárvore esquerda. Essas transformações s̃ao ilustradas na figura 3:

(c) a inserç̃ao a direita, siḿetrica da inserç̃ao(a).

(d) a inserç̃ao a direita, siḿetrica da inserç̃ao(b).

2.2.1 Rotaç̃ao simples

Para discutir a rotação simples, trataremos do caso particular da rotação simples a direita. A rotação simples a esquerdaé
a operaç̃ao siḿetrica.

A operaç̃ao de rotaç̃ao simples a direita segue os passos seguintes

Copyright c© 2003 David Déharbe and Universidade Federal do Rio Grande do Norte. Todos os direitos
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2.2 Inserç̃ao 5

Figura 3 Inserç̃oes a direita resultando eḿarvores ñao AVL
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(c) (d)

1. ne é colocado na raiz,

2. EE permanece a subárvore esquerda dene;

3. n torna-se a raiz da subárvore direita dene;

4. ED é a nova sub́arvore esquerda den;

5. D permanece a subárvore direita den.

O resultado dessas transformaçõesé ilustrado na figura 4. O leitoŕe incentivado a verificar que o resultadoé bem uma
árvore bińaria de busca (ou seja, tem que mostrar que, para cada nó n, o rótulo den é superior (inferior) aos rótulos dos
nós na sub́arvore esquerda (direita)).É tamb́em umáarvore AVL, pois as sub́arvores dene en têm a mesma altura, eEE,
ED eD são, por hiṕoteséarvores AVL. Portanto todos as subárvores t̂em a propriedade AVL.

Figura 4 Remanejamento de(a) por rotaç̃ao simples a direita
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Antes Depois

A operaç̃ao siḿetricaé a rotaç̃ao simples a esquerda, ilustrada na figura 5 e corresponde ao remanejamento no caso
(c) da figura 3. Note que, em todos os casos, depois de inserir e remanejar, a altura da subárvore volta a seu valor inicial
(a + 2). Como, antes da inserção, quandoS tinha alturaa + 2, A tinha a propriedade AVL, depois da inserção, A
permaneceAV L.
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2.2 Inserç̃ao 6

Figura 5 Remanejamento de(c) por rotaç̃ao simples a esquerda
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2.2.2 Rotaç̃ao dupla

Em alguns casos, uma rotação simples a direita ñao é adequada. Basicamente esses casos correspondemà inserç̃oes a
direita de um filho esquerdo de um nó cujo balançóe -1, ou a esquerda de um filho direito de um nó cujo balançóe 1.

No caso (b) da figura 2, uma rotação simples a direita ñao funciona e uma operação, chamada de rotação dupla a
direita,é necesśaria. SejaED′ o resultado da inserção emED. Observe queED′ tem alturaa + 1, ondea ≥ 0, e possui
pelo menos um ńo. Sejaned a raiz deED′, eEDE′, EDD′ suas sub́arvores esquerda e direita.

Lema 1 Antes da inserç̃ao (b), ouED era vazia, ou as alturas das suas subárvoresEDE eEDD verificavam a relaç̃ao
seguinte:

α(EDE) = α(EDD) = a− 1.

Prova:
No caso ondeED não era vazia antes da inserção, por hiṕotese,α(ED) = a e depois da inserção,α(ED′) = a + 1, en
é a raiz da sub́arvore de maior ńıvel que perde a propriedade AVL com a inserção dec.

Consequentemente, antes da inserção, pelo menos um deEDE e EDD tem alturaa − 1 e o outro pode ter altura
a − 2 ou a − 1. Suponha queα(EDD) = a − 1 e α(EDE) = a − 2 (o argumento para o caso simétricoé o mesmo).
Ent̃ao:

• se a inserç̃ao for emEDD, depois da inserç̃ao, temosα(EDD′) = a, α(EDE′) = a − 2 e a sub́arvoreED′

enraizada emned nãoé AVL. Comoν(ned) > ν(n) temos uma contradição.

• se a inserç̃ao for emEDE, depois da inserç̃ao, temosα(EDE′) = a − 1, α(EDD′) = a − 1 e α(ED′) = a, o
queé uma contradiç̃ao com a hiṕotese inicial queα(ED′) = a + 1.

Em conclus̃ao, a suposiç̃aoα(EDD) = a−1 eα(EDE) = a−2 leva a uma contradição. Por simetria seα(EDD) =
a−2 eα(EDE) = a−1, tamb́em leva a uma contradição. Aúnica soluç̃ao posśıvel ent̃aoéα(EDD) = α(EDE) = a−1

Na figura 6 (parte antes), desenhamos a inserção da chavec na sub́arvore esquerda dened. O caso onde a chavée
inserida na sub́arvore direitaé tratado da mesma maneira e não é apresentado. O caso onde a subárvoreED é vazia
tamb́em ñaoé representado.

O remanejamento por rotação dupla a direitáe composto das etapas seguintes:
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2.2 Inserç̃ao 7

Figura 6 Remanejamento de(b) por rotaç̃ao dupla a direita
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antes depois

1. O nó ned é a nova raiz,ne é seu filho esquerdo, en seu filho direito.

2. As sub́arvores esquerda e direita dene são respectivamenteEE eEDE.

3. As sub́arvores esquerda e direita den são respectivamenteEDD eD.

Deixamos ao leitor a tarefa de verificar que o resultado da rotação dupla a direitáe umaárvore bińaria de busca.
Por hiṕoteseEE, EDE, EDD e D têm a propriedade AVL e são de alturaa. Em conseq̈uência, as sub́arvores

enraizadas emne en tem a propriedade AVL e alturaa + 1. Em conclus̃ao aárvore enraizada emned tem a propriedade
AVL. Repare que, depois de inserir e remanejar, a altura da subárvoreS de novo volta a seu valor inicial (a + 2), portanto
a árvoreA permanece umáarvore AVL.

O algoritmo implementando essas operaçõesé baseado na observação que uma rotação duplaé equivalente a duas
rotaç̃oes simples consecutivas (uma a esquerda, enraizada emne, seguida de uma a direita, enraizada emn).

2.2.3 Algoritmos

SejaA umaárvore AVL, com raizr e i nós, ec uma chave a inserir. O procedimento a seguiré o seguinte:

1. Uma buscáe efetuada para verificar sec já est́a presente. Caso for, o procedimento para. Caso contrário, a busca
retorna o ńo onde deve ser inseridoc, e o tratamento procede com as etapas seguintes. Para esse passo de busca,
podemos usar o algoritmoBusca paraárvores bińarias de busca.

2. Um novo ńo n é criado e inserido, usando o procedimento usual.

3. Deve-se verificar se a inserção do ńo desequilibrou alguma subárvore. Caso negativo, o procedimento para. Caso
positivo,é preciso reequilibrar áarvore usando a operação de rotaç̃ao apropriada.

Estudamos agora como verificar se a inserção introduz um desequilibro náarvore. Uma primeira observação é que
se h́a uma sub́arvore ñao balanceada, ela necessariamente tem como raiz um nó que est́a no caminho da raizr at́e o ńo
criadon. Lembre que h́a uma quantidade logarı́tmica emi de ńos nesse caminho. Uma segunda observaçãoé que, como
uma operaç̃ao seguida de um remanejamento não altera a altura dáarvore, umúnico remanejamentóe necesśario.

Um procedimento possı́vel é ent̃ao, para cada ńo ancestral den, determinar a altura das subárvores e, se h́a desequi-
libro, aplicar a rotaç̃ao apropriada. Porém, o ćalculo da altura de uma subárvoreé uma funç̃ao linear do ńumero de ńos.
Portanto o custo desse passo de inserçãoé uma funç̃ao do tipoO(i. ln i), queé superior ao custo logarı́tmico desejado.

Uma primeira soluç̃ao posśıvel é, em cada ńo, armazenar num campo, chamadoalt , a altura da sub́arvore que ele
enraiza. Quandon é inserido, basta incrementar esse valor e verificar se há necessidade de efetuar uma rotação em cada
nó no caminho der at́en. Tamb́em, ñao deve se esquecer de reatualizar o valor dealt depois do remanejamento.
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2.2 Inserç̃ao 8

Uma segunda soluçãoé, para cada ńo m, no lugar do campotamanho , ter um campobal = α(Ad
m)− α(Ae

m), que
indica o balanço entre as duas subárvores, e no caso dasárvores AVL, pode ser igual a:

• −1 quando a sub́arvore direita tem um ńo a menos que a subárvore esquerda,

• 0 quando as duas subárvores tem o mesmo número de ńos,

• 1 quando a sub́arvore direita tem um ńo a mais que a subárvore esquerda.

Figura 7 Declaraç̃ao do tipo dos ńos de umáarvore AVL
1 /* AVL é o tipo concreto C das árvores AVL */
2 typedef struct n óAVL * AVL;
3 /* n óAVL é a estrutura dos n ós de uma árvore AVL */
4 struct n óAVL {
5 t chave;
6 AVL esq; /* sub- árvore esquerda */
7 AVL dir; /* sub- árvore direita */
8 int bal; /* -1, 0 ou 1: é alt(dir) - alt(esq) */
9 };

Quando um ńo é inserido a esquerda de um nó m, e essa inserção aumenta a altura da subárvore esquerda, o balançoé
decrementado. Caso se torne igual a -2,m é desequilibrado e uma rotação a direitáe necesśaria. Simetricamente, quando
um ńo é inserido a direita dem, e a altura da subárvore direita aumenta, o balançoé incrementado. Se esse balanço se
torna igual a 2, entãom é desequilibrado e uma rotação a esquerdáe necesśaria.

Sejap o nó pai do novo ńo n.
O tratamento da inserção a esquerdáe apresentado a seguir (o tratamento para as inserções a direitáe siḿetrico e ñao

é apresentado):

• Se o balanço dep = 1 antes da inserção, o balanço se torna igual a 0. A altura da subárvore enraizada emp não foi
alterada assim como também as alturas das subárvores dep at́e r.

• Se o balanço dep = 0 antes da inserção, o balanço se torna igual a -1 e a altura da subárvore enraizada emp foi
incrementada pela inserção. É necesśario continuar a examinar os ancestrais dep. Observe que sep = r, ent̃ao o
procedimento para.

• Se o balanço dep = −1 antes da inserção, o balanço se torna igual a -2 e uma rotação é necesśaria. Depois da
rotaç̃ao a altura da subárvore volta a seu valor inicial. Ñao é necesśario examinar os ancestrais e o procedimento
para.

Seguem os algoritmos de rotação simples e dupla a direita. Esses algoritmos realizam também a atualizaç̃ao dos
camposbal dos ńos remanejados. Note que o parâmetroraiz é passado por referência e seu valor modificado pelos
algoritmos. Os algoritmos de rotação a esquerda são siḿetricos e deixados como exercı́cios ao leitor.

Finalmente, o algoritmo de inserção é dado a seguir. Esse algoritmo tem como parâmetros o valor a inserir e um
ponteiro para a raiz dáarvore corrente. O algoritmo retorna um valor booleano que indica se houve um aumento da altura
daárvore. Tamb́em, o par̂ametro raiz, quée passado por referência, pode ser alterado pelo algoritmo.

Inicialmenteé testado se foi alcançado uma folha, caso onde a criação de um novo ńo deve se operar. A raiz daárvore
é o ńo criado, e a altura passou de 0 até 1, portanto o resultadóe verdadeiro.

Em seguidáe testado se o valor já est́a armazenado, caso nada seja feito, como a altura nãoé modificada, o resultado
é falso.

Finalmente, quando o valoŕe diferente do valor armazenado na raiz, a inserção é realizada na subárvore corres-
pondente. Quando a inserção na sub́arvore altera a altura, o valor do balanço da subárvoreé testado para avaliar se a
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2.3 Remoç̃ao 9

Figura 8 Algoritmo de rotaç̃ao simples a direita
1 // ************************ Definiç ão de funç ão ***
2 // Nome: Rotaç ãoSimplesADireita
3 // Par âmetros: AVL & raiz
4 // Retorno: void
5 // Descriç ão:
6 // Efetua um remanejamento da árvore referenciada por "ptraiz"seguindo o padr ão de rotaç ão simples
7 // a direita. O par âmetro é passado por refer ência e aponta para o resultado depois da chamada.
8 // Pr écondiç ão: Antes da chamada ptraiz deve ser o endereço de uma árvore bin ária de busca
9 // com a forma da figura 2 (a).

10 void Rotaç ãoSimplesADireita(AVL & raiz)
11 {
12 AVL ne = raiz->esq;
13 raiz->esq = ne->dir;
14 ne->dir = raiz;
15 ne->bal = raiz->bal = 0;
16 raiz = ne;
17 }

necessidade de remanejar. Issoé o caso quando o balançoé 1 e a altura da subárvore direita aumentou, ou quando o
balançóe 0 e a altura da subárvore esquerda aumentou. Note que quando há uma inserç̃ao seguida de um remanejamento,
a altura ñaoé modificada.

Observe finalmente que quando o balançoé inicialmente 0 e a inserção numa sub́arvore aumenta a altura dessa
sub́arvore, ñao precisa fazer remanejamento. Porém, deve-se indicar que a altura daárvore aumentou, retornando o valor
verdadeiro.

Exerćıcios

1. Inserir, em seqûencia, os valores 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 numaárvore AVL inicialmente vazia. Desenhar, para
cada inserç̃ao, aárvore inicial e final, e áarvore antes e depois da cada operação de rotaç̃ao.

2. Caracterizar a faḿılia deárvores AVL tais que a inserção de qualquer ńo provoca um desequilibro.

2.3 Remoç̃ao

2.3.1 Estudo

A operaç̃ao de remoç̃ao numáarvore AVL tamb́em pode ser feita num número logaŕıtmico de passos. O passo inicial da
remoç̃ao consiste em seguir o procedimento aplicado no caso geral de uma ABB.É sempre uma folha quée eliminada
daárvore (mesmo quando o valor removido está num ńo interior, neste caso o conteúdo de uma folháe transferida nesse
nó e a folháe removida). Portanto, a altura das subárvores que contém est́a folha pode ser alterada, e pode ser necessário
reequilibrar áarvore, com operações de rotaç̃ao.

Poŕem ao contŕario da inserç̃ao, pode ser preciso fazer mais de uma rotação. A raz̃ao é a seguinte: quando uma
inserç̃ao deve ser seguida de uma rotação, a altura da subárvore remanejada não é alterada. Essa propriedade não é
verificada pela operação de remoç̃ao.

A remoç̃ao de uma chavec numaárvoreA introduz um desequilibro se algum subárvore(n, Ae
n, Ad

n) torna-se dese-
quilibrado ou seja, depois de remover o nó armazenando a chavec, temosα(Ae

n) = α(Ad
n) + 2 ouα(Ae

n) + 2 = α(Ad
n).

Por exemplo, na figura 11, a remoção do valor 47 introduz, náarvore (1), um desequilibro na subárvore enraizada no
nó rotulado com 32 (2). Uma rotação dupla a direita nesta subárvore reestabelece o balanço, mais a altura da subárvore
resultantée menor que a altura da subárvore inicial, e a sub́arvore enraizada em 40 fica desequilibrada (3). Uma rotação
dupla a esquerda reestabelece o equilibro desta subárvore (4).
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Figura 9 Algoritmo de rotaç̃ao dupla a direita
1 AVL Rotaç ãoDuplaADireita(AVL & raiz)
2 {
3 AVL ne = raiz->esq;
4 AVL ned = ne->dir;
5 raiz->esq = ned->dir;
6 ne->dir = ned->esq;
7 ned->esq = ne;
8 ned->dir = raiz;
9 if (ned->bal == 1) {

10 raiz->bal = 0;
11 ne->bal = -1;
12 } else if (ned->bal == 0) {
13 raiz->bal = 0;
14 ne->bal = 0;
15 } else {
16 raiz->bal = 1;
17 ne->bal = 0;
18 }
19 ned->bal = 0;
20 raiz = ned;
21 }

2.3.2 Algoritmo

O algoritmo de remoç̃ao de um valorv numaárvore AVLA procede de maneira similar com o de remoção numáarvore
binária qualquer:

• O primeiro passóe buscar o valorv a remover náarvore. Se o valor ñaoé encontrado, então o algoritmo termina.

• O segundo passóe remover dáarvore o ńo n carregando o valorv a remover. Como no caso geral das ABBs, há 3
subcasos a tratar:

1. n é uma folha;

2. n é interior e śo tem um filho;

3. n é interior e tem dois filhos.

Os dois primeiros casos são tratados da mesma maneira; o tratamento no terceiro caso consiste em trocar o valor
do ńo a remover o menor valor da subárvore direita e eliminar a folha carregando este valor.

• O último passoé reequilibrarA depois da remoç̃ao. Esse passo pode ser realizado da mesma maneira que no
algoritmo da inserç̃ao, ou seja, para todo nó m entren e a raizr, tem que verificar se um desequilibro foi inserido,
e neste caso operar a rotação correspondente.

Para implementar esse algoritmo, usaremos alguns algoritmos auxiliares.RemoverMı́nimo remove o ńo carregando
o menor valor numáarvore (ou seja a folha a mais a esquerda).RemanejarDir e RemanejarEsq são usadas para
reequilibrar umáarvore quando a remoção de um ńo diminui a altura de uma subárvore.

A funçãoRemanejarDir tem como par̂ametros um booleanodiminui que ind́ıca se a altura da subárvore direita
da raiz diminuiu, eraiz , um ponteiro para a raiz dáarvore. A funç̃ao realiza as rotações necessárias para reequilibrar a
árvore depois de da remoção de um ńo na sub́arvore direita. O valor de retornóe booleano ée verdadeiro quando a altura
daárvore diminuiu, falso caso contrário. Essa funç̃ao tamb́em atualiza o valor do balanço dos nós envolvidos.

O algoritmo de remanejamento depois de remoção na sub́arvore esquerda, que chamaremosRemanejarEsq , é
estruturado exatamente comoRemanejarDir e é deixado como exercı́cio ao leitor.
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Figura 10 Algoritmo de inserç̃ao numáarvore AVL
1 bool Inserir (t val, AVL & raiz)
2 {
3 if (raiz == 0) {
4 raiz = novo n óAVL (val);
5 return true;
6 } else if (val == raiz->val) { // valor j á presente
7 return false;
8 } else if (val < raiz->val) {
9 if (Inserir(val, raiz->esq)) {

10 switch (raiz->bal) {
11 case 1: raiz->bal = 0;
12 return false;
13 case 0: raiz->bal = -1;
14 return true;
15 case -1:if (raiz->esq->bal == -1)
16 Rotaç ãoSimplesADireita(raiz);
17 else
18 Rotaç ãoDuplaADireita(raiz);
19 return false;
20 }
21 }
22 } else {
23 if (Inserir(val, raiz->dir)) {
24 switch (raiz->bal) {
25 case 1: if (raiz->dir->bal == 1)
26 Rotaç ãoSimplesAEsquerda(raiz);
27 else
28 Rotaç ãoDuplaAEsquerda(raiz);
29 return false;
30 case 0: raiz->bal = 1;
31 return true;
32 case -1:raiz->bal = 0;
33 return false;
34 }
35 }
36 }
37 }

O algoritmo de remoç̃ao do ńo com o menor valoŕe chamadoRemoverMı́nimo . É parecido com o algoritmo usado
para a ABBs, com o tratamento dos desequilibros a mais. Ele tem um parâmetro por refer̂encia,raiz , queé um ponteiro
para o ńo raiz daárvore. O resultadóe verdadeiro quando a remoção do ńo ḿınimo dimnui a altura dáarvore. O algoritmo
é recursivo e opera da maneira seguinte:

linhas 3-4 Se aárvoreé vazia, nada tem a fazer e o resultadoé falso.

linhas 5-7 Se aárvore ñaoé vazia e tem uma subárvore esquerda, tem que remover o mı́nimo da sub́arvore esquerda, e
eventualmente reequilibrar a subárvore. Como um ńo foi removido na sub́arvore esquerda, a funçãoRemanejarEsq
é chamada.

linhas 8-11 Se aárvore ñaoé vazia e ñao tem sub́arvore esquerda, então deve se remover o nó na raiz. A nova raiźe a
raiz da sub́arvore direita. Neste caso a altura daárvore diminui e o resultado da operaçãoé verdadeiro.

Os tr̂es passos (busca, remoção, remanejamento) do algoritmo de remoção s̃ao realizados pela função Remoç̃ao ,
dada na figura 14, que procede de maneira recursiva. Os parâmetros s̃ao raiz , a raiz da sub́arvore onde o valor vai ser
removido, evalor , o valor a remover. O tipo retorno da função Remoç̃ao é o tipo booleano. O valor de retornoé
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Figura 11 Exemplo de remoç̃ao numáarvore AVL
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verdadeiro quando a altura daárvore descende recursivamente naárvore at́e encontrar a folha (linha 7) ou achar que ela
não est́a presente (linhas 3 e 4).

Quando o valoŕe encontrado, occore a remoção propriamente dita. Nas linhas 8 a 17, tratam se os casos onde o valor
se encontra numa folha ou num nó interior com um filho śo. Nas linhas 18 a 25, trata-se o caso onde o valor está rotulando
um ńo interior com duas folhas. Nas linhas 19 a 22, o valor mı́nimo da sub́arvore direitáe procurado e atribuido como
rótulo da raiz. Na linha 23,́e chamada a funçãoRemoverMı́nimo , dada na figura 13, que remove o nó armazenando
esse valor ḿınimo. Essa funç̃ao retornaŕa verdadeiro caso a altura da subárvore direitáe diminúıda, falso caso contrário.
A função RemanejarEsq é ent̃ao chamada, e procede as rotações necessárias caso a altura da subárvore direita foi
diminúıda.

O último caso a trataŕe quando o valor rotulando a raizé diferente do valor a remover (linhas 5-6 e 26-27). Nesta
situaç̃ao, o valoré removido da sub́arvore correspondente, usando a própria funç̃ao Remoç̃ao , e uma das funç̃oes de
remanejamentoRemanejarEsq eRemanejarDir , é chamada, conforme o caso.

Exerćıcios

• Remover a chave 60 daárvore AVL da figura 1.
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Figura 12 Algoritmo de remanejamento a direita de umaárvore AVL
1 bool RemanejarDir(bool diminui, AVL & raiz)
2 {
3 if (diminui) {
4 if (raiz->bal == -1) {
5 if (raiz->esq->bal == -1 || raiz->esq->bal == 0)
6 Rotaç ãoSimplesADireita(raiz);
7 else
8 Rotaç ãoDuplaADireita(raiz);
9 return true;

10 } else if (raiz->bal == 0) {
11 raiz->bal = -1;
12 return false;
13 } else {
14 raiz->bal = 0;
15 return true;
16 } else {
17 return true;
18 }
19 }

Figura 13 Algoritmo para remover o ḿınimo de umáarvore AVL
1 bool RemoverM ı́nimo(AVL & raiz)
2 {
3 if (raiz == 0) {
4 return false;
5 } else if (raiz->esq != 0) {
6 return RemanejarEsq(RemoverM ı́nimo(raiz->esq), raiz);
7 }
8 AVL tmp = raiz;
9 raiz= raiz->dir;

10 delete tmp;
11 return true;
12 }

• Caracterizar a faḿılia deárvores AVL tais que a remoção de qualquer ńo provoca um desequilibro.

• Dê uma familia déarvores AVL tal que a remoção de ńos leva a fazer um ńumero logaŕıtmico de remanejamentos.

• No algoritmo de remoç̃ao, para remover um valorv que est́a rotulando um ńo interior n com duas sub́arvores,
substitui-se este valor com o menor valorvmin da sub́arvore direita den, e é a folha rotulada comvmin que est́a
efetivamente liberada.

Reescrever o algoritmo de remoção de tal maneira que o valorv seja substituido com o maior valorvmax da
sub́arvore esquerda den, e que seja removida folha rotulada comvmax.

3 Árvores rubro-negra

3.1 Embasamento

As árvores rubro-negra (do inglêsRed-Black trees) foram inventadas em 1972, 10 anos depois dasárvores AVL, por Bayer
sob o nome B-́arvores bińarias siḿetricas. Aśarvores rubro-negra são tamb́emárvores bińarias de busca balanceadas que
tem algoritmos de inserção e remoç̃ao de complexidade logarı́tmica no ńumero de ńos. Poŕem, elas s̃ao geralmente mais
usadas pois tem implementações mais eficientes.
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3.1 Embasamento 14

Figura 14 Algoritmo de remoç̃ao numáarvore AVL
1 bool Remoç ão (t valor, AVL & raiz)
2 {
3 if (raiz == 0)
4 return false;
5 if (valor < raiz->valor)
6 return RemanejarEsq(Remoç ão(valor, raiz->esq), raiz);
7 if (valor == raiz->valor) { // caso de remoç ão
8 // folha ou n ó interior com 1 sub árvore
9 if (raiz->esq == 0 || raiz->dir == 0) {

10 if (raiz->esq == 0) {
11 raiz = raiz->dir;
12 return true;
13 } else {
14 raiz = raiz->esq;
15 return true;
16 }
17 // n ó interior com 2 sub árvores
18 } else {
19 AVL ptr = raiz->dir;
20 while (ptr->esq != 0)
21 ptr = ptr->esq;
22 raiz->val = ptr->val;
23 return RemanejarDir(RemoverM ı́nimo(raiz->dir), raiz);
24 }
25 }
26 if (valor > raiz->valor)
27 return RemanejarDir(Remoç ão(valor, raiz->dir), raiz);
28 }

Definição 2 Umaárvore rubro-negra (ARN)́e umaárvore bińaria de busca que tem as seguintes propriedades:

1. Cada ńo tem uma cor quée rubro ou negro. Por convenção, umaárvore ñao vazia (ou sub-́arvore) tem a cor de
sua raiz e umáarvore vaziáe negra.

2. A raiz é negra.

3. Qualquer caminho da raiz até uma sub́arvore vazia tem um ńumero igual de ńos negros.

4. As sub-́arvores de um ńo rubro s̃ao negras.

Uma propriedadéobvia resultando da quarta condiçãoé que num caminho da raiz até uma sub́arvore vazia ñao pode
haver dois ńos rubros consecutivos.

A figura 15 contem dois exemplos deárvores bińarias de busca coloridas em rubro e negro. Aárvore de esquerda
satisfaz todas as condições eé rubro-negra, enquanto aárvore da direita ñao satisfaz a terceira condição, pois śo há dois
nós negros no caminho da raiz até a sub-́arvore esquerda do nó com a chave 88.

Definição 3 (Altura negra) A altura negra de umáarvore rubro-negraA, denotadaan(A) é o ńumero de ńos negros
que se encontram nos caminhos da raiz até uma folha.

Observa que, pela terceira condição da definiç̃ao deárvore rubro-negra, esse númeroé bem definido. No caso da
árvore da figura 15, a altura negraé 3.

Exerćıcios Seja um conjuntoS de 30 chaves distintas.

1. Desenhar umáarvore rubro-negra armazenandoS e de altura negra 3.
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Figura 15 Exemplo déarvore rubro-negra
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rubro-negra ñao rubro-negra

2. Desenhar umáarvore rubro-negra armazenandoS e de altura negra 4.

3. Qualé a maior altura negra possı́vel para umáarvore rubro-negra armazenandoS ?

4. Qualé a menor altura negra possı́vel para umáarvore rubro-negra armazenandoS ?

5. Qualé a maior altura negra possı́vel para umáarvore rubro-negra armazenandoS ?

6. Quais s̃ao a maior e a menor altura negra possı́veis para umáarvore negra armazenado um conjunto den chaves
distintas ?

Proposiç̃ao 2 A altura de qualqueŕarvore rubro-negráe logaŕıtmica no ńumero de chaves armazenadas.

Prova:
SejaA umaárvore rubro-negra qualquer,n o número de chaves armazenadas (n é o ńumero de ńos daárvore), ea a sua
altura. Como áarvoreé rubro-negra, ela satisfaz a terceira condição da definiç̃ao que diz que qualquer caminho da raiz
at́e uma sub́arvore vazia contém o mesmo ńumero de ńos negros. Sejap = an(A) esse ńumero, por induç̃ao sobrep,
podemos mostrar quen ≥ 2p − 1 (caso onde todos os nós s̃ao negros).

Tamb́em, como todos os caminhos começam com um nó negro e que ñao pode haver dois nós rubros consecutivos, a
altura ḿaximaα de umáarvore rubro-negráe2p.

Consequentemente, temosα ≤ 2p en ≥ 2p − 1, logo:

n + 1 ≥ 2p

ln(n + 1) ≥ p

2 ln(n + 1) ≥ 2p

2 ln(n + 1) ≥ α

Lema 2 A busca naśarvores rubro-negra tem complexidade logarı́tmica.
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3.2 Inserç̃ao 16

Prova:
A proposiç̃ao 2 diz que a altura de qualquerárvore rubro-negráe logaŕıtmica (a = O(log n)). Como aśarvores rubro-
negra s̃ao árvores bińarias de busca e o algoritmo de busca nasárvores bińarias de buscáe linear naáltura daárvore
(O(a)), a complexidade da busca emárvores rubro-negráe logaŕıtmica no ńumero de ńos (O(log n)).

Como paráarvores AVL, a buscáe realizada usando o algoritmo geral dasárvores bińarias de busca, mas alguns
ajustes devem ser feitos para o tratamento da inserção e da remoç̃ao. Um trabalho adicional de reequı́librio tamb́em deve
ser feito para garantir que aárvore resultante verifique as propriedades dasárvores rubro-negras.

3.2 Inserç̃ao

A operaç̃ao de inserç̃ao numáarvore rubro-negra começa da mesma maneira que a inserção numáarvore bińaria de busca,
atrav́es de uma nova folha inserida no lugar adequado. Devemos agora considerar como completar este algoritmo para
tornar aárvore resultante rubro-negra, se possı́vel fazendo um ńumero logaŕıtmico de passos.

Por raz̃oes de eficîencia, a cor defaut utilizada para inserir uma folhaé rubro (se fosse negro, a terceira condição
ficaria automaticamente invalidada). A segunda condição diz que a raiźe negra. Supondo que a inserção ñao foi feita
numaárvore vazia, esta condição ficou v́alida. Se a inserç̃ao foi feita numáarvore vazia, basta trocar o cor da raiz para
preto.

A quarta condiç̃ao diz que ñao pode haver dois nós rubros consecutivos. Sejaq a folha inserida,v o pai deq. Sev é
negro, ent̃ao aárvore resultante da inserção satisfaz tamb́em a terceira condição eé umaárvore rubro-negra.

Casov for rubro,v não pode ser a raiz dáarvore. Portanto o pai dev existe ée denotadow. Como, antes da inserção,
a árvore era rubro-negra,w é negro, pela quarta condição. Sejat a outra sub́arvore dew (o “tio” da folhaq). Temos agora
os dois casos seguintes:

t é rubro Logo t nãoé vazia e suas duas subárvores s̃ao negras. O procedimento consiste em inverter as cores dev, t e
w. A situaç̃aoé resumida na figura 16, ondeα at́e η denotam sub́arvores, eventualmente vazias. Agora estudamos
as condiç̃oes da definiç̃ao no resultado:

Figura 16 Invers̃ao de cores para reestabelecer condições depois de uma inserção
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1. Todos os ńos s̃ao rubros ou negros.

2. Sew era a raiz, ela ñaoé mais negra. Basta reverter-la para a cor negra para tornar essa condição v́alida.

3. Se w não for a raiz, seu pai pode ser rubro ou negro. Se ele for rubro então a terceira condição ñao é
válida. Basta repetir o procedimento de inversão comv ew e seu pai para tornar a condição verdadeira. Esse
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3.2 Inserç̃ao 17

procedimento pode ter que ser repetido até encontrar a raiz dáarvore. No pior caso,́e preciso fazer um ńumero
logaŕıtmico de invers̃oes.

4. O número de ńos negros nos caminhos da raiz até as subfolhas ñao foi alterado por essa transformação,
portanto a quarta condição fica v́alida.

t é negro Neste caso, uma operação de rotaç̃ao, seguida eventualmente de inversão de cores,́e suficiente para equilibrar
a árvore depois da inserção. H́a quatro subcasos a considerar, que são discutidos a seguir:

1. Seq é filho esquerdo dev ev é filho esquerdo dew, é realizada uma rotação simples a direita e as cores dev
ew são invertidas (ver figura 17).

Figura 17 Reequilibro por rotaç̃ao e invers̃ao de cores depois de uma inserção: subcaso 1
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2. Seq é filho direito dev e v é filho esquerdo dew, é realizada uma rotação dupla a esquerda e as cores deq e
w são invertidas (ver figura 18).

Figura 18 Reequilibro por rotaç̃ao e invers̃ao de cores depois de uma inserção: subcaso 2
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3. Seq é filho direito dev e v é filho direito dew, a configuraç̃ao é siḿetrica da do subcaso 1 eé tratada de
maneira siḿetrica.

4. Seq é filho direito dev e v é filho esquerdo dew, a configuraç̃aoé siḿetrica da do subcaso 2 eé tratada de
maneira siḿetrica.

Em todos os subcasos da configuração ondet é negro áarvore resultante da rotação e da invers̃ao de coreśe rubro-
negra, pois óunico desequilı́brio era a seq̈uência dos dois ńos rubrosv e q. Consequentemente, umaúnica operaç̃ao de
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3.2 Inserç̃ao 18

rotaç̃aoé suficiente para reestabelecer o equilı́brio. O algoritmo de inserç̃ao emárvores rubro-negráe composto de uma
fase de inserç̃ao e de uma fase de balanceamento. A complexidade da inserção, queé a da inserç̃ao emárvore bińaria
de busca,́e logaŕıtmica. O pior caso da fase de de balanceamentoé se tiver que aplicar a inversão de cores até a raiz.
Como o tamanho do caminho da raiz até qualquer folháe logaŕıtmico, o ńumero de operaç̃oes tamb́emé logaŕıtmico. Em
conclus̃ao, a complexidade da inserção emárvores rubro-negraśe logaŕıtmica.

Exerćıcios

1. Desenhar as figuras dos subcasos 3 e 4 da configuração onde o v́erticet é negro.

2. Desenhar o resultado da inserção da chave43 naárvore rubro-negra da figura 15.

3. Seja umaárvore rubro-negra inicialmente vazia. Inserir, em ordem crescente, o seguinte conjunto de chaves:
{5, 15, 32, 47, 50, 54, 60, 61, 68, 88, 90}. Desenhar áarvore rubro-negra resultante.

3.2.1 Implementaç̃ao da inserç̃ao

Primeiro, definimos os tipos de dados necessários a implementação daśarvores rubro-negras. A definição desses tipos
é dada na figura 19. O tipo enumeradocor é usado para definir a cor dos vértices. O tipo dos v́erticesé arn . Oberva
que valores deste tipo podem indiferentemente denotar um vértice ou a sub-árvore enraizada neste vértice. Um v́erticeé
composto da sua chave, das sub-árvores esquerdas e direitas, e da cor do vértice.

Figura 19 Definição dos tipos para implementarárvores rubro-negras
1 typedef enum {RUBRO, NEGRO} cor;
2 typedef struct arn * arn;
3
4 struct arn {
5 t chave;
6 arn esq;
7 arn dir;
8 cor tipo;
9 };

Em seguida, definimos, na figura 20 dois predicadosRubro eNegro para testar a cor de um vértice. Esses predicados
tamb́em se aplicam a subárvores, e em particular a subárvores vazias, que são consideradas como enraizadas por um
vértice negro. Essa figura contém tamb́em a definiç̃ao de uma rotina de criação de novos v́ertices ARN; observa que os
vértices criados por essa função s̃ao sempre folhas rubras.

Figura 20 Definição funç̃oes auxiliares
10 static boolean ÉRubro(arn a) {return a && (a->cor == RUBRO); }
11 static boolean ÉNegro(arn a) {return !a || (a->cor == NEGRO); }
12 static arn Criar(t chave)
13 {
14 arn res = malloc(sizeof(struct arn ));
15 res->chave = chave;
16 res->esq = 0;
17 res->dir = 0;
18 res->tipo = RUBRO;
19 return res;
20 }

Em seguida, na figura 21 temos uma rotina auxiliar de inserção. Os par̂ametros desta função s̃ao:

• chave , a chave a inserir;
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3.2 Inserç̃ao 19

• v , o vértice corrente;

• w, o pai dev ;

• r , o av̂o dev ;

• raiz é o endereço da raiz daárvore (esse parâmetroé passado por referência).

Todos os par̂ametros de tipo ńo s̃ao passados por referência.
Caso um dos ńos ñao existir, ent̃ao o valor do par̂ametroé0 (o ponteiro nulo). Se áarvore for vazia, o valor deraiz

é o endereço nulo. O resultado da função Inserir é um inteiro que indica qualé o ńumero de ńos rubros consecutivos
naárvore. Esse resultadoé:

O código da funç̃aoInserir é o ćodigo da inserç̃ao emárvore bińaria de busca adicionado com algumas instruções
adicionais (linhas 36 e 44 até 58) para propagar as informações sobre o equilı́brio e chamadas a função Remanejar
quando essas informações de equilı́brio indicam que a situação pode necessitar um remanejamento daárvore.

Figura 21 Funç̃ao auxiliar de inserç̃ao
21 boolean
22 Inserir
23 (const int chave, arn & q, arn & v, arn & w)
24 {
25 if (q == 0) {
29 q = Criar(chave);
30 return true;
31 } else if (chave != q->chave) {
32 boolean e;
33 if (chave < q->chave) {
34 e = Inserir(chave, q->esq, q, v);
35 } else {
36 e = Inserir(chave, q->dir, q, v);
37 }
38 if ( ÉRubro(q)) {
39 if (e) {
40 if (chave < q->chave) {
41 Remanejar(q->esq, q, v);
42 return false;
43 } else {
44 Remanejar(q->dir, q, v);
45 return false;
46 }
47 } else {
48 return true;
49 }
50 } else {
51 return false;
52 }
53 } else {
54 return ÉRubro(q);
55 }
56 }

A definição da funç̃ao principal de inserç̃ao é dada na figura 22. Ela tem como parâmetro umáarvore rubro-negra
(passado por referência) e uma chave a inserir. Essa função basicamente consiste em chamar a função auxiliar com os
par̂ametros apropriados (linha 61). Para tratar o caso de inserções numáarvore vazia ou de inserções que trocaram a cor
da raiz para rubro, a função de inserç̃ao sistematicamente coloca a cora da raiz em negro (linha 63).

Finalmente, a definiç̃ao da funç̃ao auxiliar de balanceamentoé dada na figura 23. Os parâmetros desta função s̃ao
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3.2 Inserç̃ao 20

Figura 22 A função principal de inserç̃ao
57 void arnInserir (t chave, arn raiz)
58 {
59 if (raiz == 0) {
60 raiz = Criar(chave);
61 } else {
62 arn pai = 0, avo = 0;
63 Inserir(chave, raiz, pai, avo)
64 }
65 raiz->cor = NEGRO;
66 }

• q o nó corrente;

• v o pai deq;

• wo av̂o deq;

• ptraiz o endereço da raiz dáarvore (́e uma passagem de parâmetros por referência).

O resultado desta função é 0 ou 1 e tem o mesmo significado que para a função Inserir . O código basicamente
implementa todos os casos examinados anteriormente. A função de remanejamento utiliza funções auxiliares de rotação,
parecidas com a déarvores AVL (sem atualização do valor de balanço).

Figura 23 Funç̃ao auxiliar de balanceamento
67 void Remanejar (arn & q, arn & v, arn & w)
68 {
69 arn t;
70 if (v == w->esq) t = w->dir;
71 else t = w->esq;
72 if (Rubro(t)) {
73 t->cor = v->cor = NEGRO;
74 w->cor = RUBRO;
75 } else {
76 if (q == v->esq && v == w->esq ||
77 q == v->dir && v == w->dir) {
78 v->cor = NEGRO;
79 w->cor = RUBRO;
80 if (q == v->esq) Rotaç ãoSimplesADireita(w);
81 else Rotaç ãoSimplesAEsquerda(w);
82 } else {
83 q->cor = NEGRO;
84 w->cor = RUBRO;
85 if (v == w->esq) Rotaç ãoDuplaADireita(w);
86 else Rotaç ãoDuplaAEsquerda(w);
87 }
88 }
89 }

Exerćıcios

• Utilizar a funç̃aoarnInserir da figura 22 para inserir, em seqüência, as chaves 5, 15, 32, 47, 50, 54, 60, 61, 68,
88, 90 numáarvore rubro-negra inicialmente vazia.
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• O algoritmo de inserç̃ao dado, no pior caso, tem que fazer um número logaŕıtmico de invers̃ao de cores. Para evitar
isso, basta garantir, que quando uma folha novaq é criada, o ńo tio t (ver figura 16) ñaoé rubro. Neste caso,é śo
criar a folha e fazer eventualmente umaúnica rotaç̃ao simples ou dupla.

Projetar um algoritmo de inserção que, enquanto desce recursivamente aárvore procurando o lugar de inserção,
cada vez que encontra um nó x com dois filhos rubros, tornax rubro e seus filhos negros e, caso o pai dex for rubro
tamb́em, realiza uma rotação simples ou dupla para equilibrar aárvore.

Verificar ent̃ao que na inserção da folha, umáunica rotaç̃aoé suficiente parar tornar aárvore rubro-negra.

3.3 Remoç̃ao

A remoç̃ao emárvores rubro-negra pode ser realizada também com um ńumero logaŕıtmico de operaç̃oes. O procedimento
de remoç̃ao é composto de uma etapa de remoção emárvore bińaria de busca seguido de uma etapa de balanceamento,
caso as propriedades rubro-negras teriam sido destruı́das durante a operação.

No caso da remoção emárvores bińarias de busca gerais, se a chave removida está guardado num ńo com dois filhos,
há uma etapa anterior de troca de valores de tal maneira que, no final, sempre há remoç̃ao efetiva de um ńo com no
máximo um filho.

Se o ńo removido for rubro, áarvore fica rubro-negra, pois todas as condições da definiç̃ao ficam v́alidas:

1. Os ńos resultantes tem cor rubra ou negra.

2. A raiz, que era negra, não foi removida.

3. Nenhum ńo negro foi removido, portanto todos os caminhos da raiz até uma folha tem um ńumero igual de ńos
negros.

4. Os filhos de todos os nós rubros ñao removidos ñao foram alterados e portanto ficam negros.

Exerćıcios
Remover todas as chaves armazenadas em nós rubros dáarvore da figura 15.
Se o ńo removido for negro, o ńumero de ńos de pelo menos um caminho foi decrementado e consequentemente a

terceira condiç̃ao ficou inv́alida. Quando isto acontece, dois tipos de solução s̃ao posśıveis:

remoção efetiva Através de um ńumero logaŕıtmico de operaç̃oes, a remoç̃ao efetiva reestabelece as propriedades para
que aárvore seja rubro-negra. Essas operações s̃ao detalhadas em seguida.

remoção preguiçosaA remoç̃ao preguiçosa consiste em marcar o nó como removido, mas sém tira-lo dáarvore. Nenhum
remanejamentóe necesśario. Em compensação, os algoritmos de inserção e busca devem ser modificados para
levar em conta que alguns nós daárvore devem ser considerados como ausentes. A adoção desta soluç̃aoé posśıvel
quando aśarvores rubro-negras são usadas no contexto de uma aplicação com poucas operações de remoç̃ao.

Exerćıcios
Projetar os algoritmos de inserção, busca e remoção paráarvores rubro-negra com remoção preguiçosa.

Remoç̃ao efetiva

Quando o ńo a removery é negro, todos os caminhos da raiz até uma folha passando por esse nó tem um ńo negro a
menos. Sejax o nó que passará a ocupar a posição dey naárvore. O problema da remoção efetiváe resolvido atribuindo
negroà cor dex. Assim permanece igual a altura negra de todos os caminhos contendox, antes e depois da inserção.

Poŕem, sex já era negro, ela agora passa a ser dois vezes negro, o que torna inválida a primeira condiç̃ao da definiç̃ao,
e é preciso remanejar áarvore para eliminar essa situação.
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No caso dex ser a raiz, então basta torńa-lo simplesmente negro: a altura negra de todos os caminhos daárvoreé
decrementada, e a terceira condição permanece verdadeira.

Casox não seja a raiz, sejav seu pai, ew seu irm̃ao. A seguiŕe considerado o caso dex ser o filho esquerdo dev. O
outro casóe siḿetrico eé omitido.

As figuras 24 at́e 27 ilustram como áarvore rubro-negra deve ser remanejada para reestabelecer as propriedades da
definiç̃ao. Nessas figuras, nós anotados com o sı́mbolo• tem um ponto negro a mais. Quando um nó aparece com um
ı́ndicec (ou c′), a convenç̃ao é que a cor deste né é c (ou c′). Em todas os remanejamentos, o número de ńos negros da
raiz da sub-́arvore at́e todas as sub-árvores (α, β, ...) deve ser preservado.

São apresentados a seguir quatro sub-casos. No primeiro caso,w é rubro; nos demais três,w é negro, e cada um
corresponde a uma coloração diferente dos filhos dew.

1. O primeiro caso, ilustrado na figura 24 considera a situação ondew é rubro2. Nesta situaç̃ao, é realizada uma
rotaç̃ao simples a esquerda dev, e as cores dev ew são modificadas.

O resultado desta modificaçãoé quex permanece duplamente negro. Porém, o seu irm̃ao agora tamb́emé negro, e
o tratamento de um dos casos apresentados a seguir deve ser aplicado.

Figura 24 Remanejamento após remoç̃ao – caso (1)
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2. O segundo caso configura a situação onde ambas sub-árvores dew são negras ée ilustrado na figura 25. Este
remanejamento consiste em subir um ponto negro dos nósx ew, que passam a ser negro e rubro respectivamente,
no ńo v. Se ele era anteriormente rubro, ele torna-se negro. Se ele era anteriormente negro, ele torna-se duplamente
negro, e um novo remanejamentoé necesśario no ńıvel superior.

Figura 25 Remanejamento após remoç̃ao – caso (2)
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3. No terceiro caso, ilustrado na figura 26, a sub-árvore esquerda dew é rubra, e a direitáe negra. Sejaz o filho
esquerdo dew. É ent̃ao realizada uma rotação simples a direita dew, e uma invers̃ao das cores dew e dew.

2Nesta figura, assim também como nas seguintes, utilizaremos como convenção de ñao colocar cor a um sub-árvore quando o tratamentoé indepen-
dente desta cor (por exemplo,α.
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3.3 Remoç̃ao 23

O nó x permanece duplamente negro, mas configura-se agora uma situação diferente, onde a sub-árvore direitaw é
rubra, cujo tratamentóe apresentado a seguir.

Figura 26 Remanejamento após remoç̃ao – caso (3)
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4. O quarto éultimo caso corresponde portantoà situaç̃ao onde a sub-árvore direita dew é rubra. Sejaz o filho direito
dew. A soluç̃ao consiste em fazer uma rotação simples a esquerda dev, atribuir aos ńosv e z a cor negra, e aw a
cor que era a dev.

Figura 27 Remanejamento após remoç̃ao – caso (4)
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Exerćıcios

1. Mostrar que os remanejamentos das figuras 24 até 25 ñao alteram o ńumero de ńos negros nos caminhos das sub-
árvores.

2. Na remoç̃ao efetiva, quais s̃ao os diferentes casos possı́veis de remanejamento quandox é filho direito dev na
árvore ?

3. Realizar operaç̃oes de remoç̃ao efetiva em um caso concreto deárvores rubro-negra.

4. Desenhar o algoritmo que realiza a remoção efetiva eḿarvores rubro-negra.
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