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1 Introducao

Vimos, em nosso estudo solfievores bi@rias de busca, que posével construir umaarvore biraria de busca otimal
guando o conjunto das chaves a ser insergdesnhecido. No caso de uma ABB otimal, o tempo de acessgaitmico
no nimero de 0s.

Poem, em muitas aplicdgs, essa condig ro é satisfeita: dadosas inseridos e removidos dinamicamente ao
decorrer da exec@p. No caso geral das ABBs, o resultado dos algoritmos de &mserngmogo rio era otimal. No pior
caso, a ABB pode ficar igual a uma lista, com tempo de acesso linear.

Arvores balanceadas formam uma class@meres bidrias de buscas que podem ser usadas em apdisapde o
conjunto de chavesao & conhecido de antein, ou pode evoluir ao decorrer da utilizagda ABB.Arvores balanceadas
garantem, por constréig, uma altura logémica no rimero de elementos armazenados.

Nesse cajpulo estudaremogrvores balanceadasrvores balanceadasis classes darvores tais guedo existe
desequilibro entre as satvores esquerda e direita. Isso tem como cditserja que a altura darvoreé logaitmica em
funcao do rumero de Bs, o0 que garante um desempenho satisfapara as operées de busca. Algoritmos de ins&éoge
remo@o devem garantir queavore permanece balanceada, o que necessita geralmente remanejdiadussi@lores
naarvore.

As arvores AVL e asarvores rubro-negrase dois tipos dérvores balanceadas estudadas nessaut@mp

2 Arvores AVL

2.1 Embasamento

As arvores AVL, propostas por Adel‘son-Vel'Sleé Landis em 1962, foram historicamente a primeira estrutura de dados
a oferecer operégs de insedp, remodo e busca em tempo lodgmico.

Definicdo 1 @\rvore AVL, propriedade AVL) Umaarvore biréria de buscad &€ umaarvore AVL, ou tem goropriedade
AVL, quando, para qualquerawm de A, as alturas de suas duas saores diferem no aximo de 1:

a(4%) - a(4%)] < 1.
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2.2 Inserco 3

Na figura 1 80 desenhadas duasvores biarias de buscas. A de esquerd®m@ AVL, pois a altura da su#lsvore
direita da raiZ2 1 e a da esquerda e 3.

Figura 1 Exemplos dérvore AVL e rao AVL.

€) Arvore réo AVL (b) Arvore AVL

Proposicao 1 A altura de uméaarvore AVLA com: nbs verifica a relado seguinte:
a(A) < 1,44041n(i 4+ 2) — 0, 328

Prova:
A prova dessa proposig consiste em calcular d@mero ninimo de rds de umarvore AVL com uma altura dada. Seja
min(a) 0 nUmero mnimo de \ertices que possui un&vore AVL de alturas.

min(0) = 0: aarvore vazia tem Oértice.
min(1) = 1: aarvore de altura 1 tem exatamenteéttice.

Va > lemin(a) = min(a— 1) +min(a — 2): aérvore de altura com um rimero ninimo de \értices tem uma raiz, e
duas subrvores, uma de altura— 1, com o rumero ninimo de s, e uma de altura— 2, tamkem com o fimero
minimo de ros.

O resto desta provabaseado nas propriedades mdtticas da sdignciamin e & deixado em exefrcio. =

Portanto, a altura de ung@avore AVL & uma fun@o logaitmica do rimero de Os e a operdp de busca tem comple-
xidade logaitmica.

A opera@o de busca num@vore AVL & idénticaa de umaarvore biraria de busca geral. No caso das opéeagde
inser@o e remogo, deve-se verificar, 8p a operago se arvore permanece AVL, ou seja: gaeimaarvore biraria de
busca e que a diferenca entre as alturas dasisudyes esquerda e direita de cada&nno néaximo, igual a 1.

2.2 Inser@o

Sejac uma nova chave a inserir nuraavore AVL A. Primeiro,c € inserido como folha dd, seguindo o algoritmo do
caso geral das ABBs. Se depois da inderaarvore permanece AVL, e@b nada mais tem a fazer. Caso carit, €
necesario remanejar arvore.

lpara cada suvore @o vazia(n, A, A%):
vn' e (n € AS = r(n') <r(n)) A (n' € AL = r(n') > r(n))

onder & a fun@o que retorna a chave associada a bm n

Copyright © 2003 David Déharbe and Universidade Federal do Rio Grande do Norte. Todos os direitos
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2.2 Inserco 4

Figura 2 Inser@es a esquerda resultando amores @o AVL

(b)

Para que o resultado de uma ingercio tenha a propriedade AVE,preciso ter pelo menos und daarvore inicial
tal que uma sudirvore tem altura stritamente superoda outra, e que a ins@g seja realizada nesta éuore. Seja 0
nod de maior fivel que enraiza uma sabvoreS que rao tem propriedade AVL depois da insgo¢ Em consedigncia, essa
arvoreS tem uma altura estritamente superior a O@e @vazia. Supondo quE é a sularvore esquerda de que tem
altura maior queD, a sularvore direita d&5. Sejaa a altura deD, logoa + 1 € a altura d&v. Sejan. araiz deE, EE e
ED s3o as suéirvores a esquerda e a direitarde Necessariamente,é a altura da mais alta das éuores der.. Ha
dois casos poseeis (figura 2):

(a) Ainser@o ocorre enEE. Como, por hiptese o resultado da ins@g;riioé AVL, as alturas dé&/E antes e depois
da inser@o devem sefi e a + 1. Qualé a altura d&ZD? Como arvore era inicialmente balanceada, a altura de
EFE éaoua — 1. Mas rao pode set. — 1, pois, neste casa,. & um rb que enraiza uma sabvore que &o tem a
propriedade AVL e seuinel &€ superior ao de, o que contradiz a higese. Logo a altura dBF éa.

O novo 1o é inserido na sulrvore esquerda de.. Depois desta insedQ, a altura da s@vore esquerda de
€ a + 2 e a altura da sw@yvore direitaé a. Para corrigir esse desequilibroaavoreé remanejada usando uma
transformago chamada de rotag simples a direita (apresentada na 8e@:2.1).

(b) A insergo ocorre emzD. Como, por hiptese o resultado da insé@griio € AVL, as alturas d&2 D antes e depois
dainser@o devem set ea + 1. Para as mesmas @& que as citadas no item anterior a altur&'deé a.

Como o novo 0 é inserido emE' D, a altura deF torna-se igual @ + 2, enquanto a altura d@ permaneceu igual
aa. O equilibroé reestabelecido usando uma transfo@wagchamada de rotag dupla a direita (apresentada na
sec@o 2.2.2).

Além das insef@es a esquerda ilustradas na figura&plcaso siratrico ondeé a sularvore direita da raiz que ést
inicialmente mais alta que a savore esquerda. Essas transfordescgo ilustradas na figura 3:

(c) ainser@o a direita, sirétrica da inserdo (a).

(d) ainser@o a direita, sirétrica da insei@o (b).

2.2.1 Rotag@o simples

Para discutir a rot&p simples, trataremos do caso particular da Esiagmples a direita. A rotag simples a esqueréa
a operago sinetrica.
A opera@o de rotago simples a direita segue 0s passos seguintes

Copyright © 2003 David Déharbe and Universidade Federal do Rio Grande do Norte. Todos os direitos
reservados.



2.2 Inserco 5

Figura 3 Inser@es a direita resultando eanvores @o AVL

n
S o
l D
W a
a
J J a+1 E D a

(d)

1. n. & colocado na raiz,

2. EFE permanece a sabvore esquerda de;
3. ntorna-se a raiz da sabvore direita de:.;
4. ED é a nova subrvore esquerda de

5. D permanece a salovore direita de:.

O resultado dessas transforriasé ilustrado na figura 4. O leitdr incentivado a verificar que o resultagdbem uma
arvore biraria de busca (ou seja, tem que mostrar que, para é@daardtulo den € superior (inferior) aosbtulos dos
nos na subrvore esquerda (direita) tamkem umaarvore AVL, pois as sudrvores der. en tém a mesma altura,BE,
ED e D sao, por hiptesearvores AVL. Portanto todos as safbores &m a propriedade AVL.

Figura 4 Remanejamento d&) por rota@o simples a direita

n

Q>

Antes Depois

A opera@o sinétricaé a rota@o simples a esquerda, ilustrada na figura 5 e corresponde ao remanejamento no caso
(c) da figura 3. Note que, em todos os casos, depois de inserir e remanejar, a alturardarswiolta a seu valor inicial
(a + 2). Como, antes da inséig, quandaoS tinha alturaa + 2, A tinha a propriedade AVL, depois da insaog A
permanecelV L.

Copyright © 2003 David Déharbe and Universidade Federal do Rio Grande do Norte. Todos os direitos
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2.2 Inserco 6

Figura 5 Remanejamento de) por rota@o simples a esquerda

n

+1

-—

Depois

2.2.2 Rota@o dupla

Em alguns casos, uma rofagsimples a direitado & adequada. Basicamente esses casos correspanitserdes a
direita de um filho esquerdo de urd nujo balanc@ -1, ou a esquerda de um filho direito de ubncmjo balanc@ 1.

No caso (b) da figura 2, uma rotag simples a direitado funciona e uma operag, chamada de rotag dupla a
direita,& necesaria. Sejak D’ o resultado da insedp emE D. Observe qudés D’ tem alturaa + 1, ondea > 0, e possui
pelo menos umd Sejan.q araizdeED’, e EDE’, EDD’ suas sulirvores esquerda e direita.

Lema 1 Antes dainsed@o (b), ou ED era vazia, ou as alturas das suas éworesEDE e ED D verificavam a relago
seguinte:
a(EDE) = a(EDD) =a — 1.

Prova:
No caso ondé? D ndo era vazia antes da insaeg por hifptese(ED) = a e depois da insedp,a(ED’') =a+1,en
€ araiz da sulirvore de maior ivel que perde a propriedade AVL com a insarglec.

Consequentemente, antes da indergelo menos um dEDE e EDD tem alturaa — 1 € 0 outro pode ter altura
a—2o0ua — 1. Suponha que(EDD) = a— 1ea(EDE) = a — 2 (0 argumento para 0 caso $irncoé& o mesmo).
Ento:

e se a insergo for emE DD, depois da insedp, temosy(EDD’) = a, «(EDE') = a — 2 e a sularvore ED’
enraizada em.q4 ndoé AVL. Comov(n.q) > v(n) temos uma contradip.

e se ainser@o for emEDE, depois da insefp, temosy(EDE’) = a — 1,a(EDD’) =a—1ea(ED’) =a, 0
queé uma contrad#o com a hiptese inicial quex(ED’) = a + 1.

Em conclugo, a suposioa(EDD) = a—1ea(EDE) = a—2levaauma contradip. Por simetriase(EDD) =
a—2ea(EDE) = a—1, tamkem leva a uma contradio. Alnica solugo posé/el enioéa(EDD) = o(EDE) = a—1
]

Na figura 6 (parte antes), desenhamos a i@seda chave na sularvore esquerda de.;. O caso onde a chawe
inserida na suérvore direitaé tratado da mesma maneira &oreé apresentado. O caso onde a&ubre ED é vazia
tamkem rioé representado.

O remanejamento por rot@ag dupla a direit& composto das etapas seguintes:

Copyright © 2003 David Déharbe and Universidade Federal do Rio Grande do Norte. Todos os direitos
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2.2 Inserco 7

Figura 6 Remanejamento dd) por rotago dupla a direita

Q>
Q>

QA

-—

1. O nbn.q € anovaraizp,. € seu filho esquerdo,reseu filho direito.
2. As sularvores esquerda e direita dgsao respectivamentBE e EDE.
3. As sularvores esquerda e direita desao respectivamente DD e D.

Deixamos ao leitor a tarefa de verificar que o resultado dadotdgpla a direit& umaarvore biraria de busca.

Por hippteseEE, EDE, EDD e D tém a propriedade AVL ea® de alturas. Em consetiéncia, as sudrvores
enraizadas em. en tem a propriedade AVL e altua+ 1. Em conclugo aarvore enraizada em., tem a propriedade
AVL. Repare que, depois de inserir e remanejar, a altura dargoifeS de novo volta a seu valor iniciak ¢+ 2), portanto
aarvoreA permanece umarvore AVL.

O algoritmo implementando essas opéesg baseado na obserzm;que uma roté@p duplaé equivalente a duas
rotages simples consecutivas (uma a esquerda, enraizada, esmguida de uma a direita, enraizadaem

2.2.3 Algoritmos
SejaA umaarvore AVL, com raiz- e i nds, ec uma chave a inserir. O procedimento a se@uirseguinte:

1. Uma buscé efetuada para verificar sga esh presente. Caso for, o procedimento para. Casoarnmta busca
retorna o0 B onde deve ser inseridg e o tratamento procede com as etapas seguintes. Para esse passo de busca,
podemos usar o algoritnmBusca paraarvores bidarias de busca.

2. Um novo ro n € criado e inserido, usando o procedimento usual.

3. Deve-se verificar se a inség do ® desequilibrou alguma sabvore. Caso negativo, o procedimento para. Caso
positivo, & preciso reequilibrar arvore usando a opei@g de rotago apropriada.

Estudamos agora como verificar se a ineriptroduz um desequilibro riavore. Uma primeira obsenagé que
se i uma subrvore 1@o balanceada, ela necessariamente tem como raiduquenesi no caminho da raiz ate o ro
criadon. Lembre que & uma quantidade logémica em: de rbs nesse caminho. Uma segunda obs@&wague, como
uma operago seguida de um remanejamenémraltera a altura darvore, uminico remanejament® necesaio.

Um procedimento posgel € enfio, para cadatancestral de, determinar a altura das safvores e, seddesequi-
libro, aplicar a rotago apropriada. Pém, o @lculo da altura de uma satvoreé uma fun@o linear do amero de Ds.
Portanto o custo desse passo de irBsgéguma fun@o do tipoO(i. In i), queé superior ao custo logamico desejado.

Uma primeira solugo possrel &, em cada @, armazenar num campo, chamadb , a altura da sudrvore que ele
enraiza. Quande é inserido, basta incrementar esse valor e verificabseehessidade de efetuar uma rataem cada
nd no caminho de ate n. Tamkem, riio deve se esquecer de reatualizar o val@ldedepois do remanejamento.

Copyright © 2003 David Déharbe and Universidade Federal do Rio Grande do Norte. Todos os direitos
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2.2 Inserco 8

Uma segunda sol@pé, para cadadvn, no lugar do camptamanho , ter um campdal = a(A9) — a(A¢,), que
indica o balanco entre as duas &nlwres, e no caso dasvores AVL, pode ser igual a:

e —1 quando a sudrvore direita tem umaa menos que a sabvore esquerda,
e 0 quando as duas sakvores tem 0 mesmaimero de s,

e 1 quando a sulirvore direita tem umaa mais que a su@pvore esquerda.

Figura 7 Declarago do tipo dos s de umaarvore AVL

/* AVL & o tipo concreto C das arvores AVL */
typedef struct n 0AVL * AVL;
/* n DAVL & a estrutura dos n  0s de uma arvore AVL */
struct n DAVL {

t chave;

AVL esq; /* sub- arvore esquerda */

AVL dir; /* sub-  arvore direita */

int bal; /¥ -1, 0 ou 1: e alt(dir) - alt(esq) */

O©CoO~NOO D~ WNE

h

Quando um A é inserido a esquerda de uiiin, e essa insedp aumenta a altura da sukiore esquerda, o balango
decrementado. Caso se torne igual arZ desequilibrado e uma rotaga direiteé necesaria. Simetricamente, quando
um nd € inserido a direita dez, e a altura da subvore direita aumenta, o balangancrementado. Se esse balango se
torna igual a 2, edom & desequilibrado e uma rotaga esquerda necesaria.

Sejap 0 nb pai do novo b n.

O tratamento da insefiQ a esquerda apresentado a seguir (o0 tratamento para as segdireité siétrico e rao
€ apresentado):

e Se o balanco dg = 1 antes da inse#p, o balanco se torna igual a 0. A altura dassubre enraizada epnao foi
alterada assim como ta@im as alturas das saitvores dey ate r.

e Se 0 balanco dg = 0 antes da insefp, 0 balancgo se torna igual a -1 e a altura daésudse enraizada emfoi
incrementada pela insé@. E necesario continuar a examinar 0s ancestraigpd®©bserve que sg = r, enfio 0
procedimento para.

e Se 0 balanco dg = —1 antes da inse&p, o balanco se torna igual a -2 e uma ratee necesaria. Depois da
rotag@o a altura da suvore volta a seu valor inicial. &b & necesario examinar os ancestrais e 0 procedimento
para.

Seguem os algoritmos de rofaxsimples e dupla a direita. Esses algoritmos realizamé&an# atualize@o dos
camposbhal dos ros remanejados. Note que o @anetroraiz € passado por reféncia e seu valor modificado pelos
algoritmos. Os algoritmos de rofag a esquerdas sinetricos e deixados como ex@ios ao leitor.

Finalmente, o algoritmo de inségé dado a seguir. Esse algoritmo tem comdapastros o valor a inserir € um
ponteiro para a raiz davore corrente. O algoritmo retorna um valor booleano que indica se houve um aumento da altura
daarvore. Tambm, o paametro raiz, qué passado por refencia, pode ser alterado pelo algoritmo.

Inicialmenteé testado se foi alcangado uma folha, caso onde &orid€ um novo d deve se operar. A raiz davore
€ o rb criado, e a altura passou de @ 4t portanto o resultadoverdadeiro.

Em seguidé testado se o valoajesh armazenado, caso nada seja feito, como a alhoé modificada, o resultado
é falso.

Finalmente, quando o vald@ diferente do valor armazenado na raiz, a irtseé& realizada na s@bovore corres-
pondente. Quando a inséa; na subrvore altera a altura, o valor do balanco da&subreé testado para avaliar se a

Copyright © 2003 David Déharbe and Universidade Federal do Rio Grande do Norte. Todos os direitos
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2.3 Remo&o 9

Figura 8 Algoritmo de rotaéo simples a direita

1/ Definic ao de func ao ***

2 /I Nome: Rotac aoSimplesADireita

3 // Par ametros: AVL & raiz

4 /I Retorno: void

5 /I Descric @o:

6 /I Efetua um remanejamento da arvore referenciada por "ptraiz'seguindo o padr ao de rotac ao simples
7 Il a direita. O par ametro & passado por refer encia e aponta para o resultado depois da chamada.

8 /I Pr econdic ao: Antes da chamada ptraiz deve ser o endere® de uma arvore bin aria de busca

9 /Il com a forma da figura 2 (a).

10 void Rotac aoSimplesADireita(AVL & raiz)

11 {

12 AVL ne = raiz->esq;

13 raiz->esq = ne->dir;

14 ne->dir = raiz;

15 ne->bal = raiz->bal = 0;
16 raiz = ne;

17}

necessidade de remanejar. I€s0 caso quando o balanéol e a altura da salbvore direita aumentou, ou quando o
balancce 0 e a altura da s@lvore esquerda aumentou. Note que quargddarha insergo seguida de um remanejamento,
a altura @oé modificada.

Observe finalmente que quando o balagcmicialmente 0 e a inseiQ numa suérvore aumenta a altura dessa
sukarvore, 1@o precisa fazer remanejamento. &or deve-se indicar que a alturaataore aumentou, retornando o valor
verdadeiro.

Exercicios

1. Inserir, em seg@ncia, os valores 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 ni@inare AVL inicialmente vazia. Desenhar, para
cada insergo, aarvore inicial e final, e @rvore antes e depois da cada op&oege rotago.

2. Caracterizar a faitia dearvores AVL tais que a insefip de qualquermprovoca um desequilibro.

2.3 Remo@o
2.3.1 Estudo

A opera@o de remo@o numaarvore AVL taml&ém pode ser feita numimero logaitmico de passos. O passo inicial da
remo@o consiste em seguir o procedimento aplicado no caso geral de umaEARBapre uma folha que eliminada
daarvore (mesmo quando o valor removidcéestim rd interior, neste caso o cofiigo de uma folh& transferida nesse
no e a folhaé removida). Portanto, a altura das @ntwres que colin esh folha pode ser alterada, e pode ser nevass
reequilibrar aarvore, com operdgs de rotafo.

Poem ao contrio da insergo, pode ser preciso fazer mais de uma @acA rafo & a seguinte: quando uma
inser@o deve ser seguida de uma ré@m@ga altura da s@svore remanejadazo € alterada. Essa propriedad&ore
verificada pela operag de remogo.

A remogo de uma chave numaarvore A introduz um desequilibro se algum gulgore(n, A%, A?) torna-se dese-
quilibrado ou seja, depois de remover@armazenando a chavetemosa(AS) = a(A%) + 2 oua(AS) + 2 = a(A2).

Por exemplo, na figura 11, a ren@agdo valor 47 introduz, narvore (1), um desequilibro na sutvore enraizada no
nd rotulado com 32 (2). Uma rotag dupla a direita nesta satvore reestabelece o balanco, mais a altura dargate
resultantee menor que a altura da safvore inicial, e a survore enraizada em 40 fica desequilibrada (3). Umaaotac
dupla a esquerda reestabelece o equilibro destareuite (4).
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Figura 9 Algoritmo de rotado dupla a direita

AVL Rotac aoDuplaADireita(AVL & raiz)
{

1

2

3 AVL ne = raiz->esq;

4 AVL ned = ne->dir,

5 raiz->esq = ned->dir;

6 ne->dir = ned->esq;

7 ned->esq = ne;

8 ned->dir = raiz;

9 if (ned->bal == 1) {

10 raiz->bal = 0;
11 ne->bal = -1;
12 } else if (ned->bal == 0) {
13 raiz->bal = 0;
14 ne->bal = 0;
15 } else {

16 raiz->bal = 1;
17 ne->bal = 0;
18 }

19 ned->bal = 0;

20 raiz = ned;
21}

2.3.2 Algoritmo

O algoritmo de remdio de um valow numaarvore AVL A procede de maneira similar com o de re@mqumaarvore
binaria qualquer:

e O primeiro pass@ buscar o valov a remover narvore. Se o valoraoé encontrado, eéb o algoritmo termina.

e O segundo passeremover darvore o 1@ n carregando o valor a remover. Como no caso geral das ABBs3h
subcasos a tratar:
1. n € umafolha;
2. n € interior e  tem um filho;
3. n € interior e tem dois filhos.

Os dois primeiros casofis tratados da mesma maneira; 0 tratamento no terceiro caso consiste em trocar o valor

do nb a remover o menor valor da savore direita e eliminar a folha carregando este valor.

e O Ultimo passcé reequilibrarA depois da remdp. Esse passo pode ser realizado da mesma maneira que no

algoritmo da insei@o, ou seja, para tod@nn entren e a raizr, tem que verificar se um desequilibro foi inserido,
e neste caso operar a rdagcorrespondente.

Para implementar esse algoritmo, usaremos alguns algoritmos auxiR@resverMinimo remove o 1 carregando
0 menor valor numarvore (ou seja a folha a mais a esquerd@@manejarDir e RemanejarEsq sao usadas para
reequilibrar umarvore quando a remag de um 6 diminui a altura de uma sébvore.

A funcaoRemanejarDir  tem como pametros um booleandiminui  que indca se a altura da sabvore direita
da raiz diminuiu, gaiz , um ponteiro para a raiz davore. A fun@o realiza as roté@gs necessias para reequilibrar a
arvore depois de da renfg de um B na sularvore direita. O valor de retorr@booleano € verdadeiro quando a altura
daarvore diminuiu, falso caso coatio. Essa fungo tamlém atualiza o valor do balango dossenvolvidos.

O algoritmo de remanejamento depois de re@iwopa subrvore esquerda, que chamarenf@manejarEsq , &
estruturado exatamente cofRemanejarDir e & deixado como exeiwo ao leitor.
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Figura 10 Algoritmo de insergo numaarvore AVL

1 bool Inserir (t val, AVL & raiz)

2 {

3 if (raiz == 0) {

4 raiz = novo n OAVL (val);

5 return true;

6 } else if (val == raiz->val) { /I valor j a presente
7 return false;

8 } else if (val < raiz->val) {

9 if (Inserir(val, raiz->esq)) {

10 switch (raiz->bal) {

11 case 1. raiz->bal = O;

12 return false;

13 case 0: raiz->bal = -1;

14 return true;

15 case -l:if (raiz->esg->bal == -1)

16 Rotac aoSimplesADireita(raiz);
17 else

18 Rotac aoDuplaADireita(raiz);
19 return false;

20 }

21 }

22 } else {

23 if (Inserir(val, raiz->dir)) {

24 switch (raiz->bal) {

25 case 1: if (raiz->dir->bal == 1)

26 Rotac aoSimplesAEsquerda(raiz);
27 else

28 Rotac aoDuplaAEsquerda(raiz);
29 return false;

30 case 0: raiz->bal = 1;

31 return true;

32 case -lirraiz->bal = O;

33 return false;

34 }

35 }

36 }

37}

O algoritmo de remdip do 1d com o menor valoé chamadd&emoverMinimo . E parecido com o algoritmo usado
para a ABBs, com o tratamento dos desequilibros a mais. Ele tem @meto por refémciaraiz , queé um ponteiro
para o 1 raiz daarvore. O resultadé verdadeiro quando a ren@mdo  minimo dimnui a altura darvore. O algoritmo
€ recursivo e opera da maneira seguinte:

linhas 3-4 Se aarvoreé vazia, nada tem a fazer e o resultédalso.

linhas 5-7 Se aarvore raoé vazia e tem uma sabvore esquerda, tem que remover mimo da sulrvore esquerda, e
eventualmente reequilibrar a arkore. Como umfoi removido na suarvore esquerda, a fuagRemanejarEsq
€ chamada.

linhas 8-11 Se aarvore rdo € vazia e &o tem subrvore esquerda, €t deve se remover @ma raiz. A nova raig a
raiz da subrvore direita. Neste caso a alturaataore diminui e o resultado da ope#a¢ verdadeiro.

Os tiés passos (busca, rendog remanejamento) do algoritmo de re@ogao realizados pela fuBg Remogo,
dada na figura 14, que procede de maneira recursiva. @mp#aos 8oraiz , a raiz da sulirvore onde o valor vai ser
removido, evalor , o valor a remover. O tipo retorno da famRemogo € o tipo booleano. O valor de retori@o
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Figura 11 Exemplo de remdgo numaarvore AVL

471

(2) aps remoéo de 47

402

(2) apbs rota@o dupla a direita de 32 (3) aprotago dupla a esquerda de 40

verdadeiro quando a altura davore descende recursivamenteameore aé encontrar a folha (linha 7) ou achar que ela
nao esh presente (linhas 3 e 4).

Quando o valoé encontrado, occore a rendmgpropriamente dita. Nas linhas 8 a 17, tratam se os casos onde o valor
se encontra numa folha ou nurd imterior com um filho 8. Nas linhas 18 a 25, trata-se o caso onde o valaresilando
um nd interior com duas folhas. Nas linhas 19 a 22, o valarimo da subrvore direitaé procurado e atribuido como
rotulo da raiz. Na linha 2% chamada a fudp RemoverMinimo , dada na figura 13, que remove © armazenando
esse valor rmimo. Essa fur@o retornai verdadeiro caso a altura da anmre direitaé diminuda, falso caso coririo.
A funcdo RemanejarEsq & enko chamada, e procede as r@@g necessias caso a altura da swore direita foi
diminuida.

O Ultimo caso a trataé quando o valor rotulando a raézdiferente do valor a remover (linhas 5-6 e 26-27). Nesta
situa@o, o valoré removido da sulrvore correspondente, usando agria fun@o Remogo, e uma das furiges de
remanejament®emanejarEsq e RemanejarDir , & chamada, conforme o caso.

Exercicios

e Remover a chave 60 davore AVL da figura 1.
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3 Arvores rubro-negra 13

Figura 12 Algoritmo de remanejamento a direita de uarsore AVL

1 bool RemanejarDir(bool diminui, AVL & raiz)

2

3 if (diminui) {

4 if (raiz->bal == -1)

5 if (raiz->esg->bal == -1 || raiz->esg->bal == 0)
6 Rotac aoSimplesADireita(raiz);
7 else

8 Rotac aoDuplaADireita(raiz);

9 return true;

10 } else if (raiz->bal == 0) {

11 raiz->bal = -1;

12 return false;

13 } else {

14 raiz->bal = 0;

15 return true,

16 } else {

17 return true;

18 }

19 }

Figura 13 Algoritmo para remover o mimo de umarvore AVL

1 bool RemoverM inimo(AVL & raiz)

2

3 if (raiz == 0) {

4 return false;

5 } else if (raiz->esq != 0) {
6 return RemanejarEsq(RemoverM  inimo(raiz->esq), raiz);
7 }

8 AVL tmp = raiz;

9 raiz= raiz->dir;

10 delete tmp;

11 return true;

12}

e Caracterizar a faiia dearvores AVL tais que a remag de qualquermprovoca um desequilibro.
e D& uma familia déarvores AVL tal que a rem@p de 1©s leva a fazer umirmero logaitmico de remanejamentos.

e No algoritmo de remdp, para remover um valar que esk rotulando um @ interiorn com duas sudrvores,
substitui-se este valor com o menor valgy;,, da sularvore direita de:, e &€ a folha rotulada com,,,;,, que esh
efetivamente liberada.

Reescrever o algoritmo de renfm;de tal maneira que o valerseja substituido com o maior valey,,, da
sularvore esquerda de e que seja removida folha rotulada copy,..

3 Arvores rubro-negra

3.1 Embasamento

As arvores rubro-negra (do irigRed-Black tregsforam inventadas em 1972, 10 anos depoisaiasres AVL, por Bayer
sob 0 nome Barvores bi@rias singtricas. Asarvores rubro-negraae tamtemarvores bidrias de busca balanceadas que
tem algoritmos de inse&p e remogo de complexidade logamica no rimero de Bs. Poém, elas 8o geralmente mais
usadas pois tem implementeas mais eficientes.
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3.1 Embasamento 14

Figura 14 Algoritmo de remog@o numaarvore AVL

1 bool Remogc do (t valor, AVL & raiz)

2

3 if (raiz == 0)

4 return false;

5 if (valor < raiz->valor)

6 return RemanejarEsq(Remoc  ao(valor, raiz->esq), raiz);
7 if (valor == raiz->valor) { /| caso de remoc @ao

8 /I folha ou n 0 interior com 1 sub arvore

9 if (raiz->esq == 0 || raiz->dir == 0) {

10 if (raiz->esq == 0) {

11 raiz = raiz->dir;

12 return true;

13 } else {

14 raiz = raiz->esq;

15 return true;

16 }

17 /I n 0 interior com 2 sub arvores

18 } else {

19 AVL ptr = raiz->dir;

20 while (ptr->esq != 0)

21 ptr = ptr->esq;

22 raiz->val = ptr->val;

23 return RemanejarDir(RemoverM inimo(raiz->dir), raiz);
24 }

25

26 if (valor > raiz->valor)

27 return RemanejarDir(Remogc ao(valor, raiz->dir), raiz);
28 }

Definicdo 2 Umaarvore rubro-negra (ARN& umaarvore biraria de busca que tem as seguintes propriedades:

1. Cada ro tem uma cor qué rubro ou negro. Por conve&iQ, umaarvore rio vazia (ou sulirvore) tem a cor de
sua raiz e umarvore vaziaé negra.

2. Araizé negra.
3. Qualquer caminho da raiz @tuma subrvore vazia tem umimmero igual de s negros.

4. As subarvores de um & rubro 3o negras.

Uma propriedadébvia resultando da quarta con@ae que num caminho da raizéatima subrvore vazia o pode
haver dois s rubros consecutivos.

A figura 15 contem dois exemplos devores biarias de busca coloridas em rubro e negroanfore de esquerda
satisfaz todas as condigs eé rubro-negra, enquantcéavore da direita @o satisfaz a terceira condig, pois 6 ha dois
nds negros no caminho da rai2at subarvore esquerda darcom a chave 88.

Definicdo 3 (Altura negra) A altura negra de umarvore rubro-negrad, denotadaan(A) & o rimero de Bs negros
gue se encontram nos caminhos da ra& ama folha.

Observa que, pela terceira corfiticda definigo dearvore rubro-negra, esséimeroé bem definido. No caso da
arvore da figura 15, a altura ne@a.

Seja um conjuntd’ de 30 chaves distintas.

1. Desenhar umarvore rubro-negra armazenansl@ de altura negra 3.
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Figura 15 Exemplo dearvore rubro-negra

rubro-negra 80 rubro-negra

2. Desenhar umarvore rubro-negra armazenanti@ de altura negra 4.

3. Qualé a maior altura negra pdssl para umarvore rubro-negra armazenan§l@
4. Qualé a menor altura negra p@esl para umarvore rubro-negra armazenanfi@®
5. Qualé a maior altura negra pdssl para umarvore rubro-negra armazenansl@

6. Quais &0 a maior e a menor altura negra pees para umarvore negra armazenado um conjuntondehaves
distintas ?

Proposi¢do 2 A altura de qualqueérvore rubro-negreé logaftmica no rimero de chaves armazenadas.

Prova:
SejaA umaarvore rubro-negra qualquer,0 numero de chaves armazenadas (0 mimero de Hs daarvore), ez a sua
altura. Como @rvoreé rubro-negra, ela satisfaz a terceira coadida definigo que diz que qualquer caminho da raiz
att uma subrvore vazia co@m o mesmo @imero de Hs negros. Seja = an(A) esse amero, por indu@&o sobrep,
podemos mostrar que > 2P — 1 (caso onde todos 0$8 €10 negros).

Tambkem, como todos os caminhos comegcam com megro e que do pode haver doisas rubros consecutivos, a
altura maximaa de umaarvore rubro-negra 2p.

Consequentemente, temos< 2p en > 2P — 1, logo:

n+1 > 2P
In(n+1) > »p

2In(n+1) > 2p
2In(n+1) > «

Lema 2 A busca nagrvores rubro-negra tem complexidade logarica.
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Prova:

A proposi@o 2 diz que a altura de qualquawore rubro-negré logaitmica @ = O(logn)). Como asarvores rubro-
negra 8o arvores biarias de busca e o algoritmo de busca aa®res biarias de buscé linear naaltura daarvore
(O(a)), a complexidade da busca érvores rubro-negra logaitmica no rimero de Bs (O (logn)). (]

Como paraarvores AVL, a busc# realizada usando o algoritmo geral dagores biarias de busca, mas alguns
ajustes devem ser feitos para o tratamento da iaeergla remdip. Um trabalho adicional de reéfjorio tambkém deve
ser feito para garantir quegavore resultante verifique as propriedadesatasres rubro-negras.

3.2 Inserco

A opera@o de inser@o numaarvore rubro-negra comeca da mesma maneira que adaseugnaarvore biraria de busca,
atra\es de uma nova folha inserida no lugar adequado. Devemos agora considerar como completar este algoritmo para
tornar aarvore resultante rubro-negra, se peskfazendo um émero logaitmico de passos.

Por rades de efi@ncia, a cor defaut utilizada para inserir uma fotheubro (se fosse negro, a terceira coidic
ficaria automaticamente invalidada). A segunda cdwlidiz que a rai2 negra. Supondo que a ins&ogio foi feita
numaarvore vazia, esta condig ficou \alida. Se a inse#p foi feita numaarvore vazia, basta trocar o cor da raiz para
preto.

A quarta condigo diz que &o pode haver doisas rubros consecutivos. Seja folha inseriday o pai deq. Sev é
negro, erdio aarvore resultante da inség satisfaz tanflim a terceira condép eé umaarvore rubro-negra.

Casowv for rubro,v nao pode ser a raiz davore. Portanto o pai deexiste eé denotadav. Como, antes da inseig,
aarvore era rubro-negra; &€ negro, pela quarta condig. Seja a outra subrvore dew (o0 “tio” da folhag). Temos agora
os dois casos seguintes:

t € rubro Logot naoé vazia e suas duas sarkores &o negras. O procedimento consiste em inverter as corestde
w. A situag@oé resumida na figura 16, ondeate » denotam sulbrvores, eventualmente vazias. Agora estudamos
as condifes da defini@o no resultado:

Figura 16 Inversao de cores para reestabelecer codeligdepois de uma ins@
(Antes) (Depois)

1. Todos os bs $i0 rubros ou negros.
2. Sew era araiz, ela@woé mais negra. Basta reverter-la para a cor negra para tornar essa@ooatida.

3. Sew nao for a raiz, seu pai pode ser rubro ou negro. Se ele for rub&m enterceira condip réo é
valida. Basta repetir o procedimento de in@gersomv e w e seu pai para tornar a conda;verdadeira. Esse
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procedimento pode ter que ser repetidoaaicontrar a raiz darvore. No pior cas@ preciso fazer umiimero
logaiitmico de inverdes.

4. O niumero de Bs negros nos caminhos da raig @s subfolhasdo foi alterado por essa transforrfiag
portanto a quarta condig fica \alida.

t € negro Neste caso, uma opegagde rotago, seguida eventualmente de ingersle corest suficiente para equilibrar
aarvore depois da inset9. Ha quatro subcasos a considerar, caediscutidos a seguir:

1. Seq é filho esquerdo de e v & filho esquerdo de, € realizada uma rotag simples a direita e as coreswe
ew sao invertidas (ver figura 17).

Figura 17 Reequilibro por rota&o e inver&o de cores depois de uma ingatsubcaso 1

(Antes) (Depois)

2. Segq é filho direito dev e v € filho esquerdo de, € realizada uma rotag dupla a esquerda e as coreg @e
w SAo invertidas (ver figura 18).

Figura 18 Reequilibro por rota&o e inverdo de cores depois de uma ingagsubcaso 2
(Antes) (Depois)

3. Seq é filho direito dev e v € filho direito dew, a configurag@o & sinétrica da do subcaso léetratada de
maneira sirdtrica.

4. Seq é filho direito dev e v € filho esquerdo de, a configurago & sinetrica da do subcaso 2éetratada de
maneira sirgtrica.

Em todos os subcasos da config@m@ondet € negro aarvore resultante da rotag e da inveido de coreg rubro-
negra, pois ainico desequibrio era a seggncia dos dois @s rubrosv e . Consequentemente, uraaica operago de
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rota@o é suficiente para reestabelecer o dfuib. O algoritmo de inseép emarvores rubro-negra composto de uma
fase de insedp e de uma fase de balanceamento. A complexidade dadonsepgeé a da insei@o emarvore biraria
de buscag logaitmica. O pior caso da fase de de balanceamérge tiver que aplicar a invérs de cores ata raiz.
Como o tamanho do caminho da rai gualquer folh& logaftmico, o imero de operdies tamBmeé logaftmico. Em
conclugo, a complexidade da ins@gemarvores rubro-negraslogaitmica.

Exercicios

1. Desenhar as figuras dos subcasos 3 e 4 da configuange o &rticet & negro.
2. Desenhar o resultado da ins&ogda chave3 naarvore rubro-negra da figura 15.
3. Seja umaarvore rubro-negra inicialmente vazia. Inserir, em ordem crescente, o seguinte conjunto de chaves:
{5,15,32,47,50, 54, 60, 61, 68,88,90}. Desenhar arvore rubro-negra resultante.
3.2.1 Implementago da inser@o

Primeiro, definimos os tipos de dados neéaess a implement&p dasarvores rubro-negras. A defidig desses tipos
€ dada na figura 19. O tipo enumerady € usado para definir a cor doértices. O tipo dosérticesé arn . Oberva
que valores deste tipo podem indiferentemente denotar&utic® ou a sularvore enraizada nestértice. Um \erticeé
composto da sua chave, das suberes esquerdas e direitas, e da coré&tice.

Figura 19 Definicao dos tipos para implement@rvores rubro-negras

typedef enum {RUBRO, NEGRP cor;
typedef struct arn _ * arn;

struct arn _ {
t chave;
arn esq;
arn dir;
cor tipo;

b

O©CoO~NOOD~WNE

Em seguida, definimos, na figura 20 dois predicdigisro e Negro paratestar a cor de unéstice. Esses predicados
tamkem se aplicam a sélvores, e em particular a saufvores vazias, queis consideradas como enraizadas por um
vértice negro. Essa figura cém tami&ém a defini@o de uma rotina de criag de novos értices ARN; observa que os
vértices criados por essa fl@ .0 sempre folhas rubras.

Figura 20 Definicdo fun@es auxiliares
10 static boolean ERubroarn a)  {return a && (a->cor == RUBRO); }

11 static boolean ENegro(arn a)  {return la || (a->cor == NEGRO); }
12  static arn Criar(t chave)

13 {

14 arn res = malloc(sizeof(struct arn )

15 res->chave = chave;

16 res->esq = O;

17 res->dir = 0;

18 res->tipo = RUBRO;

19 return res;

20 }

Em seguida, na figura 21 temos uma rotina auxiliar de idser@s paimetros desta fudp f0:

e chave , a chave a inserir;
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e V, 0 Vértice corrente;

e W, 0 pai dev;

e r,0awdev;

e raiz € o endereco da raiz davore (esse pametroé passado por refencia).

Todos os pametros de tipomsao passados por refarcia.

Caso um dos®s raio existir, eréio o valor do paxmetroé 0 (o ponteiro nulo). Se arvore for vazia, o valor deiz
€ o endereco nulo. O resultado da faaénserir & um inteiro que indica qu&@ o Mumero de Bs rubros consecutivos
naarvore. Esse resultado

O cobdigo da fun@olnserir & o ddigo da inser@o emarvore biraria de busca adicionado com algumas ingtesc
adicionais (linhas 36 e 44&68) para propagar as inforn@ees sobre o equbirio e chamadas a fuag Remanejar
guando essas inform@gs de equibrio indicam que a situ@p pode necessitar um remanejamentardare.

Figura 21 Fung@o auxiliar de inse@po
21  boolean

22  Inserir

23 (const int chave, arn & g, arn & v, arn & w)
24 {

25 if (g ==0) {

29 g = Criar(chave);

30 return true;

31 } else if (chave != g->chave) {

32 boolean e;

33 if (chave < g->chave) {

34 e = Inserir(chave, g->esq, q, V);
35 } else {

36 e = Inserir(chave, g->dir, q, Vv);
37 }

38 if ( ERubro(q)) {

39 if (e) {

40 if (chave < g->chave) {
41 Remanejar(g->esq, q, V);
42 return false;

43 } else {

44 Remanejar(g->dir, q, v);
45 return false;

46

47 } else {

48 return true;

49 }

50 } else {

51 return false;

52 }

53 } else {

54 return  ERubro(q);

55 }

56 }

A definicdo da fun&o principal de inse#p & dada na figura 22. Ela tem como gaetro uméearvore rubro-negra
(passado por reféncia) e uma chave a inserir. Essa fampasicamente consiste em chamar adorguxiliar com os
patametros apropriados (linha 61). Para tratar o caso de ferumaarvore vazia ou de insdbgs que trocaram a cor
da raiz para rubro, a fufiQ de insergo sistematicamente coloca a cora da raiz em negro (linha 63).

Finalmente, a defin#p da fund@o auxiliar de balanceameréalada na figura 23. Os @anetros desta fudp .0
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Figura 22 A fungao principal de insefp
57 void arninserir (t chave, arn raiz)

58 {

59 if (raiz == 0) {

60 raiz = Criar(chave);

61 } else {

62 arn pai = 0, avo = 0;

63 Inserir(chave, raiz, pai, avo)
64 }

65 raiz->cor = NEGRO;

66 }

e ( 0 nd corrente;

e V 0 pai deq;

e WO aw deq;

e ptraiz 0 endereco da raiz davore € uma passagem de paretros por ref@ncia).

O resultado desta fuag &€ 0 ou 1 e tem 0 mesmo significado que para a famtnserir . O cddigo basicamente
implementa todos os casos examinados anteriormente. Adueremanejamento utiliza fubgs auxiliares de rotag,
parecidas com a dirvores AVL (sem atualiz&p do valor de balango).

Figura 23 Fun@o auxiliar de balanceamento
67 void Remanejar (arn & g, arn & v, arn & w)

68 {

69 arn t;

70 if (v == w->esq) t = w->dir;

71 else t = w->esq;

72 if (Rubro(t)) {

73 t->cor = v->cor = NEGRO;

74 w->cor = RUBRO;

75 } else {

76 if (qQ == v->esq && v == w->esq ||

77 g == v->dir && v == w->dir) {
78 v->cor = NEGRO,;

79 w->cor = RUBRO;

80 if (@ == v->esq) Rotac aoSimplesADireita(w);
81 else Rotac aoSimplesAEsquerda(w);
82 } else {

83 g->cor = NEGRO;

84 w->cor = RUBRO;

85 if (v == w->esq) Rotac aoDuplaADireita(w);
86 else Rotac aoDuplaAEsquerda(w);
87 }

88 }

89 }

Exercicios

e Utilizar a fun@oarninserir da figura 22 para inserir, em d@mcia, as chaves 5, 15, 32, 47, 50, 54, 60, 61, 68,
88, 90 numaarvore rubro-negra inicialmente vazia.
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e O algoritmo de insefo dado, no pior caso, tem que fazer uimero logaitmico de inverao de cores. Para evitar
isso, basta garantir, que quando uma folha np&acriada, o 0 tio ¢ (ver figura 16) @oé rubro. Neste cas@, O
criar a folha e fazer eventualmente ufrrdca rota@o simples ou dupla.

Projetar um algoritmo de insetg que, enquanto desce recursivamendevare procurando o lugar de insaog
cada vez que encontra ura m com dois filhos rubros, tornarubro e seus filhos negros e, caso o pai dier rubro
tambkem, realiza uma rotép simples ou dupla para equilibraaevore.

Verificar enfio que na inse#ép da folha, uménica rota@oé suficiente parar tornaraavore rubro-negra.

3.3 Remo@o

A remo@o emarvores rubro-negra pode ser realizada tamlbom um amero logaitmico de operaies. O procedimento
de remo&o é composto de uma etapa de re@memarvore biraria de busca seguido de uma etapa de balanceamento,
caso as propriedades rubro-negras teriam sido deéatralurante a operag.

No caso da rem@p emarvores biarias de busca gerais, se a chave removidagsirdado numacom dois filhos,
ha uma etapa anterior de troca de valores de tal maneira que, no final, sé&amemd@o efetiva de um @ com no
maximo um filho.

Se o rd removido for rubro, @rvore fica rubro-negra, pois todas as coddg;da defingo ficam \alidas:

1. Os rbs resultantes tem cor rubra ou negra.
2. Araiz, que era negraao foi removida.

3. Nenhum @ negro foi removido, portanto todos os caminhos da rd@zuata folha tem ummero igual de as
negros.

4. Os filhos de todos osas rubros o removidos &o foram alterados e portanto ficam negros.

Exercicios

Remover todas as chaves armazenadas@nnubros darvore da figura 15.
Se o 1 removido for negro, olmero de Bs de pelo menos um caminho foi decrementado e consequentemente a
terceira condigo ficou imalida. Quando isto acontece, dois tipos de sbbugo possveis:

remocgao efetiva Atraves de um aimero logaitmico de operaies, a remdo efetiva reestabelece as propriedades para
gue aarvore seja rubro-negra. Essas opgescsio detalhadas em seguida.

remocao preguicosaA remo@o preguicosa consiste em marcab@omo removido, masesn tira-lo deéarvore. Nenhum
remanejament@ necesario. Em compensag, os algoritmos de insérg e busca devem ser modificados para
levar em conta que algungsidaarvore devem ser considerados como ausentes. Aadi\sta solipé possvel
guando asrvores rubro-negragis usadas no contexto de uma aplé&zagom poucas operags de remdp.

Exercicios

Projetar os algoritmos de ins@ig, busca e rem@g paraarvores rubro-negra com ren@gpreguicosa.

Remogo efetiva

Quando o B a removery & negro, todos os caminhos da raig ama folha passando por es€etam um @ negro a
menos. Seja 0 nd que passara ocupar a posip dey naarvore. O problema da remég efetivaé resolvido atribuindo
negroa cor dex. Assim permanece igual a altura negra de todos os caminhos contemates e depois da insa

Potem, ser ja era negro, ela agora passa a ser dois vezes negro, o que tatitmiayprimeira condio da definigo,
e & preciso remanejaravore para eliminar essa sit@ac

Copyright © 2003 David Déharbe and Universidade Federal do Rio Grande do Norte. Todos os direitos
reservados.



3.3 Remogo 22

No caso der ser a raiz, efdo basta tora-lo simplesmente negro: a altura negra de todos os caminhavalzé
decrementada, e a terceira coddipermanece verdadeira.

Casor nao seja a raiz, sejaseu pai, av seu irmdo. A seguite considerado o caso deser o filho esquerdo de O
outro casc sinmetrico eé omitido.

As figuras 24 & 27 ilustram como arvore rubro-negra deve ser remanejada para reestabelecer as propriedades da
definicdo. Nessas figurasps anotados com drabolo e tem um ponto negro a mais. Quando utnaparece com um
indicec (ou ¢’), a conven@oé que a cor desteére ¢ (ou /). Em todas os remanejamentos, (owero de 0s negros da
raiz da subarvore aé todas as subrvores &, 3, ...) deve ser preservado.

Sao apresentados a seguir quatro sub-casos. No primeirowasoybro; nos demaisés,w & negro, e cada um
corresponde a uma colo&g diferente dos filhos de.

1. O primeiro caso, ilustrado na figura 24 considera a s#toamndew € rubrd. Nesta situa@o, & realizada uma
rota@o simples a esquerda dee as cores de e w sao modificadas.

O resultado desta modificagé quex permanece duplamente negro. &ur o seu irho agora tamémeé negro, e
o tratamento de um dos casos apresentados a seguir deve ser aplicado.

Figura 24 Remanejamento &g remogo — caso (1)

(Antes) (Depois)

2. O segundo caso configura a sithagonde ambas sudrvores dew sao negras € ilustrado na figura 25. Este
remanejamento consiste em subir um ponto negro des e w, que passam a ser negro e rubro respectivamente,
no nv. Se ele era anteriormente rubro, ele torna-se negro. Se ele era anteriormente negro, ele torna-se duplamente
negro, e um Novo remanejame@aecessrio no rivel superior.

Figura 25 Remanejamento &s remogo — caso (2)

(Antes) (Depois)

Vc®

3. No terceiro caso, ilustrado na figura 26, a subere esquerda de € rubra, e a direit@ negra. Seja o filho
esquerdo dev. E enBio realizada uma rotag simples a direita de, e uma inverdo das cores de e dew.

2Nesta figura, assim tarétn como nas seguintes, utilizaremos como corfienig f@o colocar cor a um sulevore quando o tratamenédndepen-
dente desta cor (por exempto,
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O nb 2 permanece duplamente negro, mas configura-se agora umasitlitegente, onde a silsvore direitaw &
rubra, cujo tratamente apresentado a seguir.

Figura 26 Remanejamento &g remo&o — caso (3)
(Antes) (Depois)

Uc

E-

4. O quarto diltimo caso corresponde portar@situa@o onde a sularvore direita dev € rubra. Seja o filho direito
dew. A solugdo consiste em fazer uma rodacsimples a esquerda deatribuir aos Bsv e z a cor negra, e @ a
cor que era a de.

Figura 27 Remanejamento &s remogo — caso (4)
(Antes) (Depois)

Exercicios

1. Mostrar que os remanejamentos das figuras 82atfio alteram o aimero de Bs negros nos caminhos das sub-
arvores.

2. Na remo@o efetiva, quais@ os diferentes casos pogss de remanejamento quandc filho direito dev na
arvore ?

3. Realizar operdies de remdo efetiva em um caso concreto@wores rubro-negra.

4. Desenhar o algoritmo que realiza a refogfetiva emérvores rubro-negra.
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